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第 一 章 
预备 知识 


为 方便 , 全 书 采用 通常 的 逻辑 约定 : 和 , EL 否定 , A, 
等 价 ， 任 意 量 和 存在 量 分 别 用 符号 : VA m oes VTL 3. 

在 正文 中 ，( 订 及 表示 在 第 i 章 的 第 ; 节 中 的 第 项 . 

在 文献 中 ， 全 表示 参考 文献 中 的 第 项， 其 中 上 由 该 项 
作者 ( 们 ) 姓 的 前 几 个 字母 接着 为 数字 所 组 成 ， 姓 氏 按 字母 序 
HE. 同样 的 作者 ( 们 ) 则 用 数字 区 别 不 同 的 文章 或 其 它 出 版 物 . 


$21 RE 


一 个 集合 就 是 具有 共性 的 一 类 对 象 的 全 体 ， 这 个 对 象 可 
以 是 数 、 符 号 、 字 母 ， 甚 至 还 可 以 为 集合 ， 当 然 ， 这 个 集合 不 
包括 所 定义 的 那个 集合 本 身 以 免 自 相 矛 盾 . 其 中 的 对 象 称 为 这 
个 集合 的 元素. 我 们 总 是 用 小 写 斜 体 表示 元 素 而 大 写 的 字母 为 
集合 . 说 法 “z 是 (不 是 ) 集合 M 的 一 个 元 素 ” 用 如 下 的 符号 表 
E 
zE M(z ¢ M). 


ARREK H PERDAR. gun 


2 第 一 章 ”预备 知识 


对 ={zlz<+ 正 整数 } 
= {1,2,3,4}. 


一 个 集合 M 的 基数 ( 当 M 为 有 限时 即 它 的 元 素 的 数目 ) 用 
[M | 表示. 对 于 上 面 定 义 的 M, AR, [Mi = 4. 

令 4,8B 是 二 个 集合 .如果 (Ya) (aE A= ac B), WR A 
为 B 的 子 集 . 记 为 4c B. 进而 ， 定 义 三 个 主要 的 运算 : 并 、 
交 和 差分 别 如 下 所 示 : 


AUB = {z| (z€ A)v (z€ B)}; (1.1.1) 
ANB = {z | (x € A) A (z € B)}; (1.1.2) 
A\B = {x| {z€ A) ^ (r ¢ B)). (1.1.3) 


iR BCA, WM) A\B=A-B B(A) Rm, HRA BM 
4 的 3i. 如 果 所 有 的 集合 都 是 8 的 子 集 ， 则 集合 4 对 O HF 
简单 地 写 为 4. CE E 就 是 一 个 没有 任何 元 素 的 集合 ， 总 是 用 4 
表示 ， 对 于 人 的 子 集 间 的 上 述 运 算 服从 如 下 的 规律 ， 

s1 排 中 律 : VACA, 


ANA=AUA 
- A. (1.1.4) 


S2 交换 律 : vA,BCR, 


AUB-BUA; 
(1.1.5) 
ANB=BNA. 


1 集合 3 
s3 结合 律 : VAB.CCRQ, 


(Eu deb marin (1.18) 


AN(BNC) =(AXIBINC. 
S4 吸收 律 : VABCQ, 


An(AU B) = AU(An B) 
=A. (1.1.7) 


s5 分 配 律 : vA,B,CCR, 


AU(BNC) =(AUB)N(AUC); 
| (1.1.8) 


AN(BUC) =(ANB)U(ANC). 


S6 通 界 律 : VACQ, 
i ju A= A; 
RNA=A, VUA =Q. 


(1.1.9) 


S7 单 补 律 : vACO, 
piede: 


Mi (1.1.10) 
AUA=Q. 


由 这 些 定律 出 发 ， 可 以 得 到 很 多 重要 结果 . 这 里 仅 列 出 一 
些 将 会 用 的 . 


定理 1.1.1  vAcO, 
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(YX c 2) (AX 2 A) v(AU X =X) 
—A-6 

(WX CM) [(ANX =X)v(AUX = AJ 
=> A=. 


(1.4.11) 


定理 1.1.2 YA BC, 


AnB-AeAUB B. (1.1.12) 


EH 1.1.3 — VA, B,C CQ, 
(An B- AnC)JA(AUB- AUC) 
o B=C. (1.1.13) 
定理 1.1.4 VAC, 


À- A. (1.1.14.) 


(1.1.15) 


A EAR PUSH O-QOMO=0. 进而 ， 还 可 以 看 出 
对 称 性 (或 者 说 对 偶 性 }: 任何 一 个 关于 U9, 0,0 的 结论 均 可 通 
过 交换 U 和 OM 8 而 得 出 另 一 个 结论 ， 

对 于 4,BSUR, 从 4 到 如 的 一 个 单 射 是 指 这 样 的 一 个 映 
Ra: A+ B HR: Va,be A, 


a X: b: o(a) x: a(b). 


82 K 5 
单 射 也 称 为 1- 1 对 应 . 一 个 满 射 则 是 这 样 的 一 个 上 映 象 6 : 
A Bí: vbcB, 

Ja € A, (a) =b. 


如 果 一 个 映 象 既是 单 射 又 是 满 射 , 则 称 为 RA. 如 果 两 个 集合 
. 之 间 有 一 个 双 射 ， 则 称 它们 是 同 构 的 .用 4~ BB 表示 4 与 B 
同 构 ， 同 构 的 集合 具有 相同 的 基数 . 对 于 有 限 集 4 和 B, 判定 
它们 同 构 与 否 是 微不足道 的 .因为 这 时 有 : vA, BCA, 


Av Be|Al=|B]. 


$1.2 序 


对 于 一 个 集合 M, Mx M={<2,y>|V2,ye M) WM 
的 € ER. 其 中 ， 当 z 关 3y 时， xry ya. 

所 谓 一 个 集合 M 上 的 一 个 二 元 关系 , 即 指 Mx M 的 一 个 
TR. 形容 词 “ 二 元 ” 常 被 忽略 .如果 对 于 oye M , 满足 关系 
R, WIE < z,y >E R, È zRy. 一 个 A, 记 为 <, 就 是 这 样 的 一 
个 关系 五 使 得 满足 如 下 的 三 个 定律 : 

O1 反射 律 : Vee M, eRe. 

O2 反对 称 律 : vz,ye M, cRyAyRe > 2 = y. 

O3 传递 律 : Ve,y,2 € M, rRyAyRz zRz. 

如 果 一 个 集合 M 上 带 有 一 个 序 <, 则 称 之 为 RAR, 记 为 
(M, X). 


定理 1.2.1 对 于 一 个 篇 序 集 (M, L) YEL, Er, En € M, 


zi Z £ d.e. X4 421 21 = 32 =n = FQ. (1.2.1) 
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有 时 ， 称 这 个 定理 为 RH. 如 果 一 个 关系 只 满足 Ol 
种 03 但 不 满足 02, 则 称 它 为 拟 序 , 记 为 。<, 一 个 集合 ME 
带 有 一 个 拟 序 。<, 则 称 它 为 MEE, 记 为 (M,e x). 

定理 1.2.2 ”一 个 拟 序 集 (Mae x) 的 任何 一 个 子 集 3 本 
身 也 是 一 个 氛 序 集 ， 其 上 之 拟 序 为 限制 在 9 上 的 部 分 . 


如 果 在 M 上 的 一 个 拟 序 RR 还 满足 如 下 的 对 称 律 02, 则 称 
它 为 一 个 等 价 关系, 或 简称 为 等 价 , 记 为 ~. 


O2 对称 律 : voy € M,rRy > yRz. 


对 于 OM 上 的 一 个 等 价 ~ 可 以 定义 2(M) = {y | Wy e 
M,y  z) VOS c 在 M 中 的 FR. 由 M 上 的 所 有 等 价 类 
构成 的 集合 称 为 (Mo) 的 商 集 , 记 为 M/ ~， 在 一 个 拟 序 集 
(M,e <) E $ ^. 依 如 下 方式 的 确定 : vx,y € M, 


T ~Ne Y & (ze <Y A (yo <2). (1.2.2) 


U, ARAH ~。 是 M 上 的 一 个 等 价 . 而 且 ，{M/ ~veze <) 
也 是 一 个 拟 序 集 . 


定理 1.2.3 ”一 个 氢 序 集 (Me x) 是 一 个 偏 序 集 ， 当 且 
仅 当 Mf um M; 或 者 说 它 满足 反 循环 律 . 


在 一 个 偏 序 集 (ad, <) 中 ， 可 以 由 RE 


~az E M, Tx, 


传递 律 


(r4y)^(y-«2)-74z 


z xyes y)y {2 =y) 
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定义 这 个 序 的 真 包含 ， 用 < 起 于 ， 如 果 M 上 的 序 < 满足 如 下 
所 述 的 交错 律 O4, 则 称 它 为 SA 或 者 说 线性 序 . 


04 交错 律 : ve,ye Myce Ay >y xz. 


带 有 一 个 全 序 的 集合 被 称 为 链 . 一 个 含有 n 个 元 素 的 链 
的 长 度 定义 为 % 一 1. 由 定理 122 和 定义 ， 即 可 得 


定理 1.2.4 一 个 偏 序 集 的 任何 一 个 子 集 均 为 偏 序 集 . 
而 县 ， 任 何 链 的 子 集 仍 为 链 . 


由 定义 可 知 ， 和 集合 M 上 的 一 个 关系 RAAH R": 
Va,ye M,zR'y © yRr. 


经 过 检查 01 - 03, 容易 得 到 
定理 1.2.5 (对 偶 准 则 ) 。 一 个 序 的 逆 本 身 也 是 一 个 序 . 


在 一 个 偏 序 集 (M, <) 中 , 可 以 有 一 个 元 案 a: Ve € Mya < 
a. 根据 O2, 如 果 这 样 的 元 素 存在 ， 它 必 是 唯一 的 . 这 时 ， 称 它 
为 最 小 元 ,用 O 表示. 对 偶 地 ， 最 大 元 ,用工 表示 .它们 如 果 
存在 ， 则 称 为 M 的 a. 


定理 1.2.6 任何 有 限 的 链 都 有 通 界 . 


在 偏 序 集 (M, <) P, SDR ae M: Vce Mc a z—a 
RRA Mol A. 对 偶 地 ， 家 大 元 , 即 a€E M: Vee M,a<I=> 


ü — c. 


定理 1.2.0 «fe ARES ARTE (M, x) 都 有 极 小 元 
和 极 大 元 . 


对 于 二 个 偏 序 集 04,2) 和 (5,209, "RET: M N, 
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如 果 满 足 : Yzy EM, 
zx y € T(z) < r(9), (1.2.3) 


则 称 之 为 保 序 或 者 说 同 序 . 进而 ， 如 果 一 个 同 序 7: MON 
还 满足 : Yry EM, 


T(z) XT(y) 2 Xy. (1.2.4) 


则 称 之 为 同 构 . 两 个 偏 序 集 (ML) 和 QNS 3) 间 如 果 存 在 一 个 
间 构 ， 则 称 它们 是 同 构 的 , 记 为 (M. X) S (N, 20. 所 有 互相 同 
构 的 仿 序 集 被 视 为 相同 的 . 然 ， 一 般 而 论 ， 判 定 两 个 偏 序 集 是 
否 同 构 并 不 容易 . 

偏 序 集 (M, <) 的 子 集 X 的 ER 就 是 这 样 的 一 个 元 素 a: 
Vee Xo < a. 所 谓 最 小 上 界 ( 或 lub) 就 是 这 样 的 上 界 
b: axb a=b, Rha WE X B—T EA IARTA, 
FRA RAT Relb.). 一 个 偏 序 集 的 KR 就 是 其 中 链 的 长 
度 的 最 小 上 界 . 一 个 格 就 是 这 样 的 一 个 偏 序 集 使 得 它 的 任何 
二 个 元 素 z 和 y 都 有 一 个 最 大 下 界 ， 称 之 为 Fe 并 用 xzAy 表 
示 ， 和 有 一 个 最 小 上 界 ， 称 之 为 上 谷 并 用 = vy 表示 . 因此 ， 
常用 工 = (ad, VA) 表示 格 ， 如果 一 个 格 的 所 有 子 集 都 有 一 
个 最 大 下 界 和 一 个 最 小 下 界 ， 则 称 它 是 完全 的 . 

4 2? 为 由 0 的 所 有 子 集 组 成 的 集合 . 由 811 中 所 讨论 的 
可 知 (29, Siu,m) 是 一 个 烙 ， 实际 上 ， 我 们 有 


”定理 1.2.8 一 个 偏 序 集 是 一 个 格 ， 当 且 仅 当 它 满足 排 
中 律 ， 交 换 律 ， 结 合 律 和 吸收 律 . 
两 个 格 (M, <i YA) 和 QN, <; V, A) 被 称 为 同 构 的 , 如果 在 两 


个 偏 序 集 (M, <) 和 (MM,<) 之 间 存 在 一 个 同 构 7 使 得 : Yeye 
M, 


81.3 图 9 


(T(x v y) = r(x) V r(y)) ^ (r(z ^ v) 


= (z)^c(y)). (1.2.5) 
当然 ， 判 定 二 个 格 是 否 同 构 一 般 而 论 也 不 是 很 容易 的 . 


81.3 


一 个 B, 用 G = (Y 忆 表示， 就 是 一 个 集合 了 , 称 为 节点 
X. 它 的 元 素 称 为 节点 , 和 V 上 的 一 个 二 元 关系 EC VxV = 
{(u,v) | Vu, v E Vu z v). SOS ILE, 它 的 元 素 称 为 边 . 注意 ， 
其 中 (u,v) = (vu). 有 时 ， (uu) 以 及 在 E 中 重 元 素 也 是 允许 
的 . (uu) 称 为 环 . 召 的 重 元 素 为 重 边 . V 中 含有 有 限 个 节 
点 ， 则 称 这 时 的 G 为 有 限 的 . 本 书 只 讨论 有 限 图 . 记 v =| Vl 
RRA G 的 A. e=) EI GR A. HUE E= VIV, WR G 
为 完全 图 , WA KL, 或 统 记 为 K， 如 果 图 H = (V(H). E(H)) 
满足 关系 V(H) CV 和 E(H) C. E, WE E H GW FA, wA 
HCG. 容易 看 出 ， 任 何 一 个 图 均 是 同 阶 或 更 高 阶 的 完全 图 之 
THe. 空 图 ， 也 记 为 8 是 任何 一 个 图 的 子 图 . 没有 边 的 图 称 为 
RIB. 只 有 一 个 节点 的 孤立 图 称 为 平凡 的 , HICH hh. 


定理 1.3.1 VVi c Va, Ei c E», 
(Vi, E) = G1 € G2 = (V2, E2) 
= Ei C n * V. (1.3.1) 
与 $1.1 中 集合 的 情形 祖 仿 地 ， 也 可 定义 并 和 交 的 运算 : 
vG. x (Vi, E1), Ga = (Vi, Ez) c K, 


G4U Ga = (V; U Vo, E, U E2); (1.3.2) 
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Gi N Ga = (V1 N Va, Er N E2). (1.3.3) 


容易 证 明 (25, c), 2 AK 的 所 有 子 图 的 集合 ， 是 一 个 偏 序 集 
而 号 对 于 u 和 mn 满足 排 中 律 、 交 换 律 、 结 合 律 和 吸收 律 . AL 
此 ， 由 定理 1.2.8, QE cun) 形成 一 个 格 . 
”对 于 任 一 边 e = (u,v) € E, 它 的 两 个 端点 被 称 为 相 分 的 . 
或 篇 记 wadi v. 同时 ，e 与 或 v 关 联 , 简 记 “e ind u” 或 “eind 
v. 反之 ，4 或 vz 也 称 为 与 e HK, BD “u ind e" mW "e ind e” 每 
条 边 均 可 视 为 由 两 条 半边 组 成 : 它们 被 记 为 lu, v) 和 (us v] 分 
别 不 与 和 w 关联 而 与 v 和 关联. 一 个 节点 v 的 次 或 价 是 
指 与 v 关联 半边 的 数目 ， 记 为 p(o). 如 果 plv) = 1 (mod 2), HK v 
为 奇 节点 ; BW, BHR. RAK, k 20, 的 节点 也 称 k-k CD s 
X kA. 一 个 0- 节点 被 称 为 狐 立 点 . 1 节点 也 称 为 显 节点 . 


定理 1.3.2 ”在 任 一 图 中 ， 奇 节点 的 数目 恒 为 偶数 . 
MRE G 的 一 个 子 图 H 满足 


E(H) = ((u,v) | Yu,v € V(H),(u,v) € E), 


则 称 互 为 G 的 节点 导出 子 图 . G 的 一 个 子 图 A, 车 V(H) = 
{v | Je € E(H),v ind e}, WRK 五 为 G 的 边 导出 子 图 . 常用 
G[V(H)] 和 GIER) 分 别 表示 G 的 节点 和 边 导 出 子 图 , 可 以 看 
ih: YH CG, 
H = G(V(H)|] e(Yu,v € V(H), 
ne = (u,v) € EX E(H)) 


和 YH CG, 


H = G[E(H)] € (^v € V(H)(on(v) = 0). 
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4 er! 和 WS 分 别 为 G 中 的 所 有 节点 和 边 导出 子 图 的 集 
合 ， 容易 用 31.2 中 的 01 - 03 验证 (219%, c) 和 (2104, c) ei 
FESS. 进而 ， (26; c) fn (21673, C) 也 都 可 视 为 格 . 不过， 这 
时 并 和 交 在 它们 之 中 一 般 不 是 封闭 的 . 

在 图 G 中 , RAPA u, v ZE t R it, H Talo) K 
示 ， 即 这 样 的 一 个 边 的 序列 el,e2,.…,el 使 得 e; = (vi viii = 
1,22,.,1'u = v,v = uy. 其 中 的 | 被 称 为 KA. 若 一 个 迹 
Tr(u, v) 的 二 端 = v, PRE Mik, RL, A Talu) 或 简写 
Tr 如 果 一 个 迹 中 的 所 有 边 没 有 相同 的 ， 则 称 它 为 游 或 径 , 记 
H Tr (uv). 34 u — v Bf, T (u v) 被 称 为 AA, EX, i Tu). 
B Tr 如 果 一 个 游 T (u,v) 的 边 导 出 子 图 五 = GET, v))] TS 
ERI 


(pulu) = pur(v) = 1) ^ (Pulu) = 2,6 = 1,2,..,1— 1), 


则 称 它 为 路 , 常 记 为 Plu v), RP. 闭路 被 称 为 图 , WA Clu), 
或 C. 当然 ， 游 和 路 都 是 边 导 出 子 图 . 两 个 节点 称 为 是 连通 的 
即 指 在 图 中 存在 连 它们 的 一 条 路 . 如果 G 中 任何 二 个 节点 是 
连通 的 ， 则 称 G 本 身 是 连通 的 . 用 81.2 中 的 01, O2 和 O3 容 
易 验 证 两 点 之 间 的 连通 性 是 Y 上 的 一 个 等 价 ， 用 ~。 表示 . 


定理 1.3.3 — KG — (VE) 是 连通 的 , YER Y |V/ ul 1. 


S o =|} Vi/ ~el. 称 o 为 G 的 连通 片 数 {或 分 图 数 ) 对 于 
一 个 节点 由 i G-v=(V\ {oe}, E\E,). 其 中 ， E,—-(e|lVee 
E,e ind v). WRTA v WE o(G-v) c. 则 称 它 为 DLA. 相仿 
Hh, $2 为 使 得 c(G-ej > o 的 边 e. Ht, G-e-(V.EX(e)). 
一 个 树 就 是 度 最 小 的 连通 图 ， 可 以 证 明 ， 所 有 wv 阶 树 的 度 均 
Sv - 1. 
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定理 1.3.4 一 个 v 阶 图 是 树 当 县 仅 当 它 的 度 为 了 一 1 而 
EFA yak Bad. 

一 个 既 无 孤立 点 也 无 割 点 的 图 被 称 为 块 或 者 说 不 可 分 离 
的 . 用 $1.2 PAY O1, O2 和 03 易 见 “两 条 边 在 一 个 图 上 ”的 说 
法 是 边 集 上 的 一 个 等 价 ， 记 为 心 


定理 1.3.5 一 个 无 孤立 点 的 图 是 不 可 分 离 的 ， 当 上 且 仪 
3 | EJ ~= 1. 

图 G 的 一 个 子 图 H, HU V(H) - V 则 五 是 G 的 一 个 支 
择 子 图 .GG 的 一 个 支撑 国 称 为 Hamilton B. 一 个 支撑 回 使 得 
G 的 每 一 条 边 均 出 现 , 则 称 为 Buter 国 .车 一 个 图 G 有 Hamilton 
FARE Euler 问 ， 则 分 别称 它 为 Hamilton] 或 Euleri. 


定理 1.3.6 一 个 图 是 Buler 图 ， 当 且 仅 当 它 的 节点 全 是 
48 i. 


对 于 一 个 图 C, 若 了 = A+B (URE AUB H AnB-0)H 
G[4j 和 G[B] 全 是 孤立 图 , 则 称 G 为 二 部 图, 记 为 G = (A, B; E). 
如 果 


E = ((u,v) | V(u € AY(v € B)), 

则 称 G = (A,B; E) 为 完全 二 部 图 , 常 记 为 Koo, 其 中 @ =1 4 | 
fl 6 =| Bl. | 
定理 1.3.7 ”一 个 图 是 二 部 图 ， 当 且 仅 当 它 没有 奇 长 围 . 


如 果 Y 或 吾 的 一 个 子 集中 的 任意 二 个 元 素 在 图 = (V, E) 
中 都 是 不 相 邻 的 ， 则 称 这 个 子 集 为 独 主 的. E 的 独立 子 集 也 称 
为 对 集 或 匹配 . 如 果 一 个 对 集 导 出 一 个 支撑 子 图 ， 则 称 之 为 


$13 图 13 
完满 的 {或 完美 的 ). 对 于 ae 7, > 
| = {v | Ww € V,v adj a} 


和 对 于 ACV, 记 
N(A) = |) Ns/4. 


acV 


定理 1.3.8 一 个 二 部 图 G = (X,Y;EE) 有 一 个 完美 对 
X, SERYVACKX VACY,H |N(A)IDIAI 


已 经 知道 , 任何 一 个 图 均 可 在 3 维 欧 氏 空间 中 实现 , 用 点 
表示 节点 用 曲线 (实际 上 直线 也 是 允许 的 ) 所 表示 边 使 得 任何 
二 条 代表 边 的 线 除 端点 可 能 公共 外 (这 时 二 边 有 公共 端点 ) 不 
再 有 任何 公共 点 , 图 的 这 样 一 种 表示 称 为 它 在 这 个 空间 上 的 一 
个 嵌入 ， 然 而 ， 不 是 所 有 的 图 均 有 在 平面 上 的 人 嵌入. 如 果 有 这 
种 嵌入 则 称 它 为 可 平面 的 . 

在 一 个 图 G 上 的 一 个 双 分 就 是 其 上 的 这 样 一 个 运算 使 得 
= (V, E) 变 为 (+Toh (E\ {(u,v)}) + {(u, w), (w,v)}). 自然 ， 
它 的 道 也 是 有 意义 的 . 如 果 一 个 图 可 以 从 另 一 个 图 经 过 一 系列 

的 双 分 而 得 到 ， 则 称 它们 是 FEE. 


定理 1.39 一 个 图 是 可 平面 的 ， 当 县 仅 当 它 没有 子 图 
与 Ks 或 K3,3 fe] AR. 
对 于 二 个 图 Gi = (VS EI) 和 Go = (Ve, E2), 如 果 存 在 一 个 
BUR +: V — Vo BB Vu,v € Vi, 
(u,v) € Ei © (r(u),7(0)) € Ex, (1.34) 


则 称 它 们 是 同 构 的 . rh (1.3.4) 所 确定 的 双 射 + 称 为 G1 和 Ga 
间 的 一 个 B] 44. 车 G1 = G2 = G, 则 这 时 的 同 构 被 称 为 G 上 的 
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自 同 构 . 一 般 而 论 ， 在 前 面 曾 提 到 过 的 问题 中 ， 判 定 两 个 留 同 
构 与 否 也 许 是 最 困难 的 . 

相仿 地 ， 可 以 定义 有 向 图, 用 D — (V, A) Rm, 其 中 V 为 
节点 全 ,4 是 一 个 二 元 关系 使 得 4 CVxV= {x uv >| Yue 
V.vv € V), 称 为 产 集 、 上 面 所 有 的 讨论 均 可 相仿 地 用 于 有 向 
图 .特别 是 ， 任 何 一 个 偏 序 集 P = (M<) 均 可 用 一 个 有 向 图 
表示 ， 记 为 Dos = (M, Aos), 其 中 


<r, y >E Aos + rH A(z, <~ zy), 


或 者 说 x 被 y AŽ, xy E M， 如 果 一 个 v 阶 图 伴随 一 个 从 它 
的 节点 集 到 整数 集 (几乎 总 是 (1,2, .,v]) 的 单 射 ( 双 身 ), 则 称 
EA 标定 的 . 在 标定 之 下 节点 的 象 被 称 为 这 个 节点 的 标记 . 当 
然 ， 二 标定 (或 有 向 ) 图 之 间 的 同 构 必 须 考 虚 节点 上 的 标记 ( 边 
上 的 方向 ). 


$1.4 # 

一 个 群 , 用工 = (X,0) 表示 , 就 是 一 个 集合 X 连 间 一 个 二 
元 关系 y Xx X o X, 也许 用 coy 代表 zy 7 而 将 OW 
为 运算 更 方便 ， 使 得 如 下 的 三 条 定律 1, C2 和 53 得 到 满足 . 

ri GAH) Yzy, z € S, (zr0y)0z = rO(ydz). 

T2 { 么 元 律 ) (31r( 或 简 记 1) e S)(vz € 8, rolr = 2). 

r3 GÉIE) (vz € Say € S, 2Oy = 1r). 

在 T2 中 的 元 素 1 被 称 为 SLA 在 T3 "BIN y Ache 
i£. 相仿 地 ， 可 以 定义 去 名 元 和 一 个 元 素 的 AM. 然 ， 可 以 证 
明 它 们 全 是 唯一 的 而 且 左 的 与 右 的 相等 . 因此 ， 我 们 可 以 称 1 
ALAA 2 H ehk. 


$14 # 15 


一 个 群 = (X,0) BY Fr SEXE 1X |. 可 以 看 出 (1,0) 是 一 
BB, PR PLE X 4 TEAS, OCHA, dE 
FAT =X RMB (X0). 如 果 一 个 群 了 还 满足 下 面 的 T4 
WERT Abel 群 . 


T4 ( 交换 律 ) Vz,y eT,z0y = yor. 


有 二 种 常用 方式 表示 群 的 运算 , 一 个 是 加 号 即 用 z+Yy 代 
ff roy. HATA ATTA Or (RO), x 的 道 为 e. 特别 是 对 于 
Abel 群 而 言 是 这 样 . 男 一 个 就 是 来 号 ， 即 用 rey ( 或 zy) 代 
替 roy. 这 时 的 么 元 为 1r { 或 1), z 的 逆 为 z-!. 通常 以 此 表 
示 一 般 的 群 . 

4 T = (X,。) 是 一 个 群 和 YY € X. BH A — (Y. 也 是 一 个 
群 ， 则 称 A 为 工 的 子 群 ,也 用 AST 表 之 ,当然 ， 么 群 是 任何 
群 的 子 群 ， 任 何 一 个 群 均 为 它 本 身 的 子 群 . 


定理 1.4.1 o vózYc Xx, 


A=(Y,e) CT = (X, e) &(Vz,y €Y)(zy ! € Y). 
4 T;-(X,ecr-(X,e)ie I. 容易 看 出 ， 它 们 的 交 
r= (MX) cr. 


icr tet 

对 于 5 CX, 所 有 包含 SH TRO HS) 表示 ， 称 为 工 中 
由 SER 的 子 群 . 子 群 (UierXi) ,用 Use. 表示 ， 称 为 子 群 
TiyeE 的 联 . 令 卫 为 由 工 的 所 有 子 群 组 成 的 集合 . 由 81.2 中 
的 O1- O3 和 定理 1.2.8 AM (P, C; Un) 是 一 个 格 , 或 更 确切 
地 ， 一 个 完全 格 . 因为 工 的 任何 一 个 子 集 在 工 中 既 有 最 小 上 
界 ， 即 其 中 所 有 子 群 的 交 ， 又 有 最 大 下 界 ， 即 其 中 所 有 子 群 的 
联 . 
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群 了 的 一 个 子 群 A, 若 丸 满 足 如 下 的 等 价 条 件 之 一 : Ve € T, 


rA-AÀz€Vr&l,zlAz—-A 
(14.1) 
€ Vz ET, Yy € Ax tye € A, 


UA A XT BR EMF, IA A «T. 

容易 看 出 ， 一 个 Abel SEBSEEGIT-HERHIEXE. 然 ， 一 般 而 
言 ， 对 于 非 Abel 群 确 有 子 群 不 是 正规 的 . 也 可 以 看 出 ， 一 个 群 
的 所 有 正规 子 群 的 集 形 成 一 个 完全 格 ， 其 中 ， 包 含 关 系 为 序 ， 
联 和 交 为 两 个 运算 . 

WF NT, T= (X,-), 可 以 按 如 下 方式 确定 X 上 的 一 个 
RA, Hon RAB: Vz,y eX, 


ten y e Jhe Nm — hy, (1.4.2) 


容易 验证 ， ~n 是 集合 X EBOTSRUL Bub, BIDEXATED 
"PON OBS BA 
T/N = (X/ ny, e). (1.4.3) 


其 中 ， (Nz)(Ny) = N(x). HBET/N 的 阶 称 为 N 在 工 中 的 指 
ATA Aa 是 两 个 群 ， 一 个 函数 a: DT 一 A, 如果， 


Vz,y €T, o(zy) = a(z)a(y), (1.4.4) 


则 称 之 为 从 T 到 A 的 一 个 Bids. 

由 于 o: Tol 是 一 个 同 态 ， 朋 称 之 为 零 月 坊 , 从 工 到 入 
的 所 有 同 态 的 集合 Hom (DA) 总 是 非 空 的 ， 一 个 群 了 到 它 本 
身 的 同 态 称 为 它 的 AAS. RRM: 工 一 了 就 是 了 的 一 个 自 
[DES 
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MFT 到 A 的 一 个 同 态 a, > 
iiie = (o(z)| Yz € X}; 


(1.4.5) 
Ker a = {z | Va € X,o(z) = lA), 


它们 分 别称 为 a 的 条 和 核 . 由 定理 1.4.1, 容易 验证 Ima C A 
Al Ker a a P. 如 果 一 个 从 TT 到 A 的 间 态 a 满足 Ker a = ir, WY 
Kak 3C] A. 如 果 从 工 到 A 的 一 个 同 态 o WE ma = A, 
则 称 a 为 38 815. 对 于 两 个 群 HA, 车 有 一 个 从 到 人 A 的 
一 个 同 态 ， 它 既是 单 的 又 是 满 的 ， 则 称 之 为 一 个 同 构 . 车工 到 
A 有 一 个 同 构 则 称 它们 是 同 构 的 , HEAT S A. 从 工 到 它 
本 身 的 一 个 同 构 被 称 为 T 的 自 同 构 . 用 Fl - T3 可 以 容易 地 
检验 T 的 所 有 自 同 构 形 成 一 个 群 ， 称 之 为 的 自 同 构 群 , 用 
Aut T Xe. 


定理 1.4.2{ 第 一 同 构 定 律 ) Va € Hom (T, A), 
T/ Kera Im o. 

基于 定理 1.4.2, 我 们 可 以 称 T/Ker o 为 a 的 LR. 如 果 
N aT, MURR ó:z- Nz EATE T/N 的 一 个 满 同 态 ， 其 中 
.Ker d= N. 我 们 称 6 Jy ke REL A. 

PAT HD A, A = (X,e) C(Y,e) =T, 4 TA = (XY, s), K 
中 XY = {zy | Yz e X, Yy € Y}. 大 们 知道 ，YA CT,NaF 人 > 
ANNA. 


定理 1.4.3( 第 二 同 构 定律 ) VACT, VN «T, 


A/(N MA) S NAJN. 


令 N 和 @ 是 [的 两 个 正规 子 群 和 NCO. 则 ， 我 们 知道 
QIN a T/JN. 
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定理 1.4.4 (第 三 同 构 定 律 ) VN,QaT, 
N CQ (T/N)/(Q/N) = P/Q. 


令 理 是 一 个 群 ，83 是 一 个 非 空 集 和 o: S> Oo 是 一 个 函 
数 ， 如 果 对 于 每 一 个 函数 a : 3 一 工 都 有 唯一 个 同 态 8 :更 一 工 
使 得 a = 8c, 则 称 9, 或 者 更 确切 地 (5,0), 是 在 S 上 自由 的 . 
一 个 群 ， 如 果 存 在 一 个 集合 使 它 在 这 个 集合 上 是 自由 的 ， 则 称 
EA 自由 群 . 由 这 个 定义 可 以 导出 o 必 为 一 个 单 射 而 且 Im o 
生成 群 9. 事实 上 , 可 以 证 明 对 任何 非 空 集 S, 存在 一 个 群 更 和 
—P RH so: Sp 使 得 号 在 S$ 上 是 自由 的 而 且 o= {Im e). 


定理 1.4.5 wREES LAA OES 上 是 
自由 的 ， 则 
$,206,5|5,12]5:|. 


这 个 定理 使 我 们 能 够 定义 一 个 自由 群 的 & 为 所 自由 的 集 
合 的 基数 . 进而 , 我 们 知道 任何 一 个 群 都 是 某 自由 群 的 象 . 这 样 
的 象 被 称 为 这 个 群 的 一 个 表示 更 准确 地 ， 所 谓 一 个 群 工 的 一 
个 自由 表示 是 指 这 样 的 一 个 满 同 态 r: O76 是 自由 群 . 
由 定理 1.4.2, 有 更 /Ker n ST. Ker + 的 元 素 被 称 为 表示 的 关 条 
元 . 从 而 ， 任 何 一 个 群 都 可 以 用 生成 元 和 关系 元 所 表征 ， 即 使 
群 的 表示 已 知 ， 判 定 二 个 群 同 构 与 否 ， 一 般 而 言 仍 并 非 容易 ， 
因为 一 个 群 可 以 有 不 同类 型 的 表示 . 


§1.5 ”曲面 


因为 一 个 曲面 可 看 作 这 样 的 一 个 二 维 流 形 由 一 个 具有 从 
数 个 楼 的 多 边 形 ， 称 之 为 偶 边 形 , BRET RE 
合 为 一 而 得 到 .自然 ， 这 个 多 边 形 拓扑 等 价 一 个 圆 盘 ， 这 就 多 
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许 我 们 将 它 定义 为 一 个 字母 的 集合 ， 记 为 E, 连同 一 个 F, 或 
Sit BP FASE, AS, 且 满 足 如 下 条 件 :Con.1， 
Con.2 和 Con.3. 


Con.l 存 5S 上 有 n,n>1 个 互 不 相同 的 字母 . 


Con.2 每 一 个 字母 在 3 上 恰 出 现 两 次 . 
Con.3 任何 一 个 字母 的 每 一 个 总 现 不 是 带 1( 常 被 忽略 } 就 
A -11F 


一 个 曲面 被 记 为 (=,5), RRE S. 令 S 为 所 有 曲面 的 集 
B. 如 果 在 同一 曲面 中 ,每 一 个 字母 的 两 次 出 现 的 知 均 不 同 ， 
则 称 它 为 可 定向 的 ; 否则 ， 不 可 定向 的 , 在 一 个 不 可 定向 曲面 
上 ， 总 有 一 个 字母 ， 它 的 两 次 出 现 有 相同 的 寡 . SP QS 
别 为 所 有 可 定向 和 不 可 定向 曲面 的 集合 ， 则 有 S = 已 + Q. 

如 果 一 个 曲面 通过 逆 循 环 序 , 置换 一 些 字母 以 及 将 一 个 字 
母 用 它 的 着 代替 可 以 变 到 另 一 个 曲面 , 则 此 二 曲面 视 为 无 异 . 
4 A, By 为 一 个 曲面 S < 5 上 相继 字母 的 一 段 ， 或 写 为 
A, By CS. 注意 ， A, B, 背 线 性 序 除非 它们 本 身 就 是 S. 
允许 它们 为 空 的 或 只 含 一 个 字母 的 一 次 出 现 . 在 不 致 引起 混淆 
时 ， 5 也 可 视 为 = 的 一 个 子 集 ， 这 就 是 说 


S =ABC = $= BOA=0-1B-1A-!, 
S = Ae? BaPC,b d S (1.5.1) 


=> S= AD* BC = Aa" Ba? C. 


也 许 有 人 会 想到 一 些 简 单 的 幅面 是 什么 样 的 . 由 条 件 Con.1- 
Con.3 容易 看 出 ， 
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Py = aa’; 
P, = ajb;a; 1b, p 1; 
: ll CASU (1.5.2) 


Q = Hi cc; q21 


全 是 在 各 种 条 件 下 最 简单 的 曲面 .当然 ， DP p > 0, 全 是 可 定 
向 的 . Po 被 称 为 球面 , 或 者 在 测 地 投影 之 下 等 价 地 ， 平面 . 
P, KG. Qi ANH? d, A Qo, Klein M. 

所 谓 oF ER, MGM P= Fue CR Ee. 


ELO VS € S, 
S = Aaa1B,A#0, or B#0> S— AB. 


EL1 VS cS, 
S = AabBb !a^!C - S = AaBa^ 1C; 
S = AabBabC > S = AaBaC. 

EL2 YS c S, 


S = AaBCa ! D > S = BaADa™'C; 
S = AaBCaD => S = BaAC laD}. 


如 果 两 个 曲面 可 以 通过 一 系列 的 初等 变换 从 一 个 得 到 另 
一 个 ， 则 称 二 者 是 可 转换 的 . 由 81.2 中 的 O1, 62 和 03, 容易 
检验 ， 曲 面 闻 的 可 转换 性 是 S 上 的 一 个 等 价 ， 记 为 ui. 


定理 1.5.1 在 (1.5.2) 中 ， 任 何 两 个 曲面 都 不 是 可 转换 
的 . i 
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由 (1.5.1) 和 运算 ELO - EL2, 可 得 如 下 三 个 公式 : 


AcBcC ~em 4 日 -1Cec; (1.5.3) 


[ene cn "EL ADCBEaba tb}, 
Accaba )b^! ~p; Accaabb. 


根据 (15.3) 中 的 公式 和 Elo, 我 们 可 以 得 到 如 下 二 个 基本 定 
理 . 


定理 1.5.2 yS € P, ap>0, S ~m Pp. 
定理 1.5.3 VSEQ, 3421, S gi Qa 


上 面 的 三 个 定理 使 我 们 能 够 根据 两 个 不 变量 : 可 定向 性 和 


”3>0 或 >1 在 初等 变换 下 将 曲面 分 类 其中， p ¢ 分 别 


称 为 可 定向 亏 格 和 不 可 定向 亏 格 . 二 者 统称 为 TH. 令 
Po = (S [VS € S,S ~ Bt Po}; 
P, = {SIYS eS,S ~m Pp} p21; 
Q, = {S | vse S,S “El Qe}, q21. 


则 我 们 有 
S=P + Q; 


P=) P, 


p20 


Q=} Q; 


g21 


事实 上 ， 我 们 知道 曲面 的 基本 群 有 如 下 的 表示 : 
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m(Po) = (1), 平 凡 群 ; 
mi (Py) S (a1, by, +++, @p, bp; 


I] «545757», p>1; (1.5.4) 
1Si<p as 


| (Qm (008 


II cici}, q 2 1. 


1<i<g 


这 就 是 说 ,在 P, E PQ e Q) 上 的 任何 一 类 于 (在 拓扑 学 中 称 
为 路 ) 均 可 由 21,51, 7, ap, bp (c1,€2, 7 , €q) 在 关系 


I[ «5«7&^*21]| [[ ces =1 
1<i<p iisa 


之 下 生成 ，p > 1(g > 1). 
一 个 多面 形 就 是 多 边 形 的 一 个 集合 ， 记 


x= (X1, X2,- "T Xn), (1.5.5a) 


其 中 多 边 形 X,- Xn 定义 在 字母 集 上 使 得 每 个 字母 在 它们 
之 中 怡 出 现 二 次 并 且 没 有 一 个 真子 集 也 有 这 一 性 质 . 而 且 , 由 
出 发 还 可 以 定义 在 同样 字母 集 忆 上 的 另 一 个 多 面 形 ， 记 


E*o- (Xi, X25, Xm") (1.5.5b) 
MEXR: Ve,ye 5, 
TIyCXED = syC X* ex" 


使 得 任何 一 个 字母 的 两 次 出 现 的 知之 积 与 在 E 中 相同 ， 容 易 
Zu. =E. 由 此 ， 称 2* HUD AB. AE REDER 
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为 面 , 字母 称 为 棱 ( 或 边 ). x^ 中 的 面 称 为 工 的 顶点 (或 节点 )， 
对 于 多 面 形 E, 称 


xB) =v—et+w (1.5.6) 


ACH Buler 示 性 数 . 其 中 ，v,e 和 o 4 3D x mW WE 
数 和 面 数 ， 

如 果 一 个 多 面 形 可 以 通过 (1.5.3) 变 为 另 一 个 使 得 每 一 个 
字母 的 二 次 出 现 的 害 是 不 同 的 ， 则 称 它 为 可 定向 的 ; 否则 ， 不 
可 定向 的 . 

在 多 面 形 上 , 下 面 所 定义 的 运算 EL: 也 称 为 初等 变换 . 可 
以 看 出 它 是 从 曲面 的 情形 引伸 出 来 的 .实际 上 EL0 和 EL2 可、 
以 由 EL3 导出 . 


EL3 V(A 0v BSD), 
(Aa,a ^! B) > (AB). 
多 面 形 可 以 用 引伸 的 等 价 ， 也 记 为 ui 进行 分 类 . 可 以 证 


明 任何 多 面 形 都 与 一 个 曲面 等 价 ， 而 且 ， 可 定向 性 和 Euler 示 
性 数 是 初等 变换 下 的 二 个 不 变量 ， 因此， 我 们 有 


定理 1.5.4 VY, 
Pps 当 x(Z) 一 2 一 2p,p > 1, 


Xie 可 定向 ; (1.5.7) 
Qe, E x(Z) =2~q,¢> 1, 


不 可 定向 . 
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这 个 定理 可 以 使 我 们 定义 曲面 S 的 Ewier 示 性 数 x(5) 为 
其 上 多 面 形 的 Euler RER HEPR (1.5.7) 为 Eulerz- X. 
对 于 分 别 定义 在 si M 3。 上 的 二 多 面 形 2 和 Ya 如 果 存 
在 一 个 双 射 r: EQ 一 E 使 得 YX € D, 


X = Aa? Ba? C TX) = 7(A)r(a)*7(B)r(b)?r(C) 


€ Le, 


则 称 Y, 和 x. 是 同 构 的 . 其 中 的 > 为 它们 之 间 的 一 个 同 构 . 在 
第 十 章 中 我 们 将 会 看 到 判定 两 个 多 面 形 同 构 与 否 并 不 是 很 因 
难 的 . 

给 定 一 个 多 面 形 x, 可 以 得 到 一 个 图 GE) = (V£), EE). 
其 中 ，V{5) 和 EE) 分 别 为 马 的 所 有 顶点 的 集合 和 所 有 楼 的 集 
E. GD) 被 称 为 上 的 基准 图 . 而 ，3 被 称 为 G(D) 的 BRA. 
对 于 一 个 图 G = (V, E), 如 果 存 在 一 个 多 面 形 了 3 ~r Se S 使 
得 G 为 了 的 基准 图 ， 则 称 G 可 内 入 到 曲面 9 b. 简 记 G a sS. 
这 个 多 面 形 卫 被 称 为 人 在 S 上 的 一 个 嵌入 , REA GE) C S. 
第 十 二 章 将 讨论 有 关 图 在 曲面 上 的 可 风 入 性 的 各 种 问题 . 


81.6 ic 

1.6.1 首先 要 提 到 的 是 关于 一 个 理论 的 有 效 性 或 者 好 的 
标准 . 我 们 尽 可 能 使 一 种 理论 更 有 效 ， 所谓 一 种 理论 是 有 效 的 
指 可 以 借助 它 设计 多 项 式 时 间 的 算法 , 即 计算 时 间 不 超过 问题 
阶 的 一 个 多 项 式 . 在 $1.5 中 所 建立 的 曲面 分 类 的 理论 就 是 使 之 
成 为 有 效 的 一 个 实例 . 


1.6.2 关于 算法 的 设计 与 分 析 ，Aho, Hopcroft 和 Ulman 
的 书 {AHU1] 提供 了 基础 知识 . 如 果 必 要 ， 读 者 也 可 以 参见 书 
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末 文 献 中 的 有 关 文 章 . 


1.6.3 ”关于 算法 复杂 性 芍 理 论 ， 特 别 是 NP- 完全 性 理 
论 , 虽然 当今 发 展 的 十 分 迅速 , 即使 是 初学 者 ，Garey 和 Johnson 
的 书 [GJ1] 仍 不 乏 适 用 ， 对 于 这 一 理论 本 身 尤 感 兴 趣 的 读者 ， 
也 许 想 读 一 读 Cook 和 Karp 的 葛 基 性 的 文章 [Col] 和 [Kal]. 关 
于 这 一 理论 的 简 述 还 可 查 Hammer, XU MMA Simeone 的 文章 
[HLS1). 不 过 ， 仅 适 于 中 文 读 者 . 


16.4 ”关于 多 面 形 更 为 精细 的 定义 将 在 第 十 章 中 出 现 . 
它 形成 了 组 合 地 图 理论 的 基础 [Tuti9] 在 那 一 章 还 提供 了 两 
多 面 形 同 构 与 否 的 有 效 识别 . 当然 ， 全面 的 理论 有 待 男 一 本 专 
著 ， 因 为 在 这 方面 所 取得 的 结果 已 丰富 多 姿 . 
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图 中 的 树 


$2.1 HOLA 

虽然 树 本 身 不 仅 在 图 论 中 而 且 在 数学 的 别 的 分 枝 中 也 是 
最 简单 的 而 且 重 要 的 一 个 课题 . 这 里 不 能 详细 讨论 其 各 个 方 
Ti. 我 们 妈 仅 就 树 作为 图 的 子 图 以 简化 对 于 与 各 种 图 的 可 媒 入 
性 和 确定 相应 的 嵌入 有 关 的 问题 之 处 理 . 

树 作为 一 类 图 在 81.2 中 已 给 出 了 定义 . 而 且 ， 它 可 以 用 下 
面 的 说 法 之 一 确定 ， 这些 说 法 将 会 在 以 后 用 到 - 

Tri 一 个 连通 且 无 圈 的 图 . 

Tr.2 阶 为 度 为 一 1 的 连通 图 ， 

Tr.3 任何 二 个 节点 都 有 且 仅 有 一 路 连 它 们 的 媒 . 

Tr.4 任何 一 个 连通 子 图 缘 树 的 连通 图 . 

Tr.5 基本 群 是 平凡 群 的 图 ， 


当然 ， 它 们 都 容易 被 证 明 . 而 县， 其 中 一 些 (就 作者 之 印 
象 DT .3)] 可 以 在 任何 一 本 基础 图 论 的 教科 书 中 看 到 ， 不管 
怎样 ， 我 们 很 关心 树 在 曲面 上 的 可 风 入 性 和 媒 入 - 
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4 G=(V,E) 是 一 个 图 对 于 we V, E; = {ei (v),ea(v),-- 
e,íy(v)), BUS v 关联 的 边 的 集合 ， 在 % 处 的 旋 定义 为 2(v) = 
(e1(v),e2(?),-…, egy (v)) 所 确定 的 循环 序 ， 进而 ， 图 G 的 旋 ， 
BE a(G) = (o(v)| Vv e V). 如 果 将 每 一 边 任意 安排 一 个 方向 和 
在 每 一 节点 处 给 定 一 个 旋 并 且 不 同 的 边 用 不 同 的 字母 表示 , DUI 
在 一 个 树 工 上 可 依 如 下 方式 确定 一 个 旅行 规则 - 


旅行 规则 每 当 从 EQUI) 中 的 一 科 边 &@ 计 到 节点 4 就 在 
人 上 沿 着 依 此 节点 处 约 族 坚 接 着 a ARE v 向 前 旅行 
过 的 边 继 续 往 前 走 ， 


如 果 选 定 节点 wo 为 起 点 , 与 eo 关联 的 -条 边 eo 为 始 迪 ， 
按照 旅行 规则 在 事先 给 定 的 旋 之 下 能 走 就 走 . 若 将 所 通过 的 边 
的 代表 字母 记录 下 来 并 且 根 据 走向 与 边 的 选 定 之 方向 相同 或 
相反 分 别 赋 与 这 个 字母 以 1 或 -1 作为 蹇 ， 则 旅行 结束 可 得 色 
一 个 字 ， 我 们 称 之 为 了 的 一 个 码 . 


引 理 2.1.1 AHS HY. H,ut^£uENRÉ-— 
个 面 . 


证 G Tr 是 树 T 了 的 一 个 码 ， 首先 我 们 证 Tr 是 了 上 
的 一 个 迁 ， 若 不 然 ， 设 终点 为 o 不 等 于 vo. 由 定理 1.3.2, 进入 
vy 的 次 数 比 离开 vi 的 次 数 多 1. 由 旅行 规则 ， w 不 可 能 是 终 
点 ， 然后， 证 每 个 字母 众 在 Tr 中 出 现 二 次 ， 因 为 了 的 每 条 边 
SMU Tr 是 一 个 迁 ， 故 Tr 每 边 必 恰 出 现 二 次 ， 最后， 由 
于 导出 子 图 T|E(TY) 的 连通 性 ，7r 是 一 个 仅 有 一 个 面 的 多 面 
E. | i 


2] 2.1.2 -AAT 的 码 的 基准 图 是 工本 身 . 
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证 RT ETHE Tr HEERA T T. 由 工 的 连通 
TE. 有 一 边 ae E(T)\E(T') BET ES Bax v e V(T) 关联 . 
然 ， 由 旅行 规则 ， 第 一 条 进入 v 的 边 也 是 最 后 离开 v 的 边 . 这 
就 是 说 EQT') = ET) 与 假设 矛盾 . t 


令 了 工 为 所 有 树 的 集合 . 对 于 一 个 树 了 ET, 令 Tr) HT 
的 所 有 码 的 集合 - 


定理 2.1.1  vTeT,vVTreTr(T), T(Tr) C Ps. 


证 ”由 上 面 二 个 引 理 ， 只 要 证 Trek Po BÉ. 由 于 任何 
WEAR, DATA vn. Re 是 那 条 与 w 关联 的 边 . 
则 ， 有 形式 Tr = Aaa-!B ~m AB. 由 Tr.4, AB 的 基准 图 仍 为 
Hi WAAR, AB vu; Py AR. 4ST 的 边 数 很 小 时 ， 容 
易 验 证 ， 从 而 ， 即 得 定理 . h 


定理 2.1.2 ve TT, -SES,(SAP)A(T XS). 


i£ h T1, XF eR EMEA, 它 只 能 有 一 个 
面 . 从 而 ， 它 是 了 的 一 个 码 . H, ROBES ~ve 的 意义 下 
与 全 的 旋 的 选择 无 关 ，、 由 定理 2.1.1, 即 得 定理 . i 


如 果 工 是 图 G = (V. E) 的 一 个 支撑 树 ， 或 者 说 G 上 的 一 
个 树 ， 则 G 的 支撑 子 图 T = (V,EXE(D)) 被 称 为 G 上 的 一 个 
上 树 . 如 果 G 本 身 是 树 ， 则 它 的 上 树 只 能 是 G 的 一 个 支撑 弧 
立 子 图 . 


定理 2.1.3 ”在 任何 连通 图 上 ， 总 有 一 个 树 ， 从而， 也 有 
一 个 上 树 . 


证 ”如 连通 图 GRAM. Trl, 它 本 身 就 是 一 个 树 . 否 
则 , 我 们 可 和 任 选 择 一 个 图 . 从 G 中 去 掉 这 个 器 上 的 一 条 边 得 一 
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个 新 图 ， 如 果 它 不 再 有 团 ， 则 再 由 Tr, 它 就 是 一 个 树 ， 如若 
不 然 ， 用 这 个 新 图 代替 G, 继续 土 述 过 程 、 由 G 的 有 限 性 ， 总 
可 求 得 G 上 的 一 个 树 . t 


382.15. $ TEBRG-(WVE)LwN—^45. T* 相应 
T Hj L5. Wu T HER. 在 T+e= (V, ET) +e) 
上 恰 有 一 个 图 - 

证 Wte-(uv. H Tr3, ÆT EBA P(uv). 从 
而 ， Pftuwz) +e 恰 形成 一 个 圈 ， 即 为 引 理 ， 


对 于 图 G= (V,E) E XGY, 
Ex = {(u,v) | Yu € X, vv ¢ X, (u,v) € E), 


Wi. CT = C*(X) = GIBx' 被 称 为 G I — LRM. 6 X = 0 
或 X=V 时 ，C*(X) 称 为 空 的 , UON 0. 如 果 一 个 上 循环 没 
有 非 空 真子 图 仍 是 上 循环 ， 则 称 为 上 图 . 自然 ， 任 何 上 循环 都 
e^ ER. 


引 理 2.1.4 TÉ G 上 的 一 个 树 ， T'ABBTWb 
树 ， 则 ， 对 于 了 的 任何 一 这 e E T* ee S (V, E(T") +e) 中 恰 
* —^ EH. 


te ” 设 e = (uv). 因为 任何 一 个 上 图 都 有 了 中 的 一 条 
A. k ET 中 不 含 任何 一 个 上 圈 . 又 由 于 了 的 每 一 条 边 均 
H THRA, 则 了 一 e 至 少 有 二 个 连通 片 . 令 4 是 含 和 的 连通 
片 的 节点 集 . 容易 看 出 ，C"(4) 包含 在 T* +e 中 .如果 还 有 一 
个 上 循环 C*(B) Æ T* +e 之 中 ， 则 C*(B) 定 包含 e. 然 ， 这 时 
C(AUB\ ANB) 包含 了 中 的 一 个 上 图 . AT ERER, it 
只 能 C*(4) = C*(B). i 
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由 引 理 2.1.3, 我 们 可 以 称 由 上 村 的 一 边 与 相应 的 树 所 确定 
的 圈 为 RAB. 相仿 地 ， 由 引 理 2.1.4, 那些 由 一 条 树 上 的 边 与 
上 树 所 确定 的 上 图 为 基本 上 圈 . 进而 ,还 可 以 看 出 ,不 管 怎样 
取 图 上 的 树 , SRM RAHA c—v +1, ERA, 或 称 基 
Bk, 也 称 Betti 数 , 记 为 8(G). HTH, eS LMA AE 
AMR, 记 为 a(G). 事实 上 ，a(G) =v 一 1, 即 G EZRA. 


定理 2.1.4 连通 图 G 的 基本 群 为 


m(G) = (a1,22,:::,28; ——). (2.1.1) 


证 ”由 定理 2.1.3, 令 了 是 G 上 的 一 个 树 ， 由 定理 212 
知 ， 凡 树 均 可 收缩 到 一 个 点 . 由 引 理 2.1.4, 收缩 了 而 得 到 的 图 
仅 由 8(G) 个 环 组 成 ， 记 它们 为 a1,42,…,ag. 因此 , 任何 迁 (或 
者 在 拓扑 学 中 称 为 闭路 ) 均 可 由 它们 所 生成 ， 这 就 是 定理 的 结 
ie. h 


从 $1.4 中 关于 曲面 的 基本 群 的 讨论 ， 也 许 人 们 会 想到 图 

在 曲面 上 的 可 嵌入 性 . 假若 一 个 图 可 以 看 作 是 一 个 树 与 一 个 图 
合成 的 . 其 中 的 树 已 嵌入 到 平面 上 了 且 伴 随 一 个 码 , 这 个 圈 可 
按照 在 码 上 出 现 之 次 序 连接 树 的 所 有 显 节点 ， 则 称 它 为 Halin 
图 . 这 个 圈 被 称 为 它 的 外 边界 . 当然 ， 所 有 Halin AAP 
的 ， 而且， 还 能 证 明 任 何 Helin 图 都 可 能 入 到 气 格 为 9 = 8(G) 
的 不 可 定向 曲面 上 . 事实 上 ， 在 图 2.1.1 (a) 所 示 的 图 (更 确 
切 地 ，Halin 图 ) 有 (5) 所 示 的 嵌入 可 以 引伸 到 一 般 情形 ， 这 个 
在 入 只 有 一 个 面 ， 即 


acyabo tafe ib fiw. 


A BUE, 它 是 不 可 定向 的 , 由 Euler 示 性 数 断定 为 曲面 Qu, 4 = 


82.1 45 E& 31 
BG), 上 的 一 个 嵌入 . CT BEA EDGE 


(aay, a~*eb-}, bpa, c^! y8). (2.1.2) 
下 一 节 将 进一步 讨论 . . 
f£, 
a 
> paii, 5. 
FE 
e B 
, y e. ou zt E 
b ^ bd B 
LATEST ug — 
(a) (9 
2.14 
" 
E 。 
é aano ^ 
! g d 
-一 一 一 一 一 NS 
人 
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相仿 地 ， 也 可 以 论证 任何 Halin 图 均 可 嵌入 到 亏 格 为 了 = 
(8(G)/2| 的 可 定向 曲面 P, 上 ， 这 里 ， 也 提供 一 个 例子 ， 在 图 
2..2 B, (a) 所 示 的 图 有 (b) 所 示 的 嵌入 ， 它 也 可 引伸 到 一 般 
Halin 图 的 情形 .在 全 书 中 ， 对 于 任 一 个 实数 r, 我 们 总 用 12] 
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表示 不 大 于 z 的 最 大 整数 和 [2] 为 不 小 于 z 的 最 小 整数 . 分 别 
称 它们 为 下 整数 (或 地 板 ) 和 上 整数 (或 RH). 
因为 可 以 验证 这 个 嵌入 是 可 定向 的 并 且 只 有 一 个 面 : 


acofleda ~t sba le ly 1e lb y 187171, (2.1.3) 


由 Euler 示 性 数 ， 它 确 是 亏 格 为 p = [9(G)/2, 的 可 定向 曲面 
”马上 的 一 个 幅 入 ， 其 对 侦 为 


(ae^!d, a eb"), by7 1571, clas, a1 8d-!, B^ le). 


$2.2 Mim ie) Ef] 


对 于 图 G 上 的 一 个 树 ， 或 者 说 对 于 G 的 一 个 £i T, 
如 果 存 在 对 G 的 边 的 定向 使 得 任 一 基本 圈 上 的 边 均 有 相同 的 
走向 或 者 说 为 有 向 图 , 或 回路 , 则 称 工 为 一 个 准确 向 树 . 若 一 
个 上 树 T 使 G 的 边 有 一 种 定向 具有 性 质 : 每 一 个 基本 上 图 在 
T" 中 的 边 全 走向 相同 而 与 它 在 了 上 的 那 条 边 走向 不 同 ， 也 称 
之 为 有 向 上 图, 则 称 之 为 HAM Le. 当然 ， 既 不 是 所 有 的 树 
皆 准 确 向 树 ， 也 不 是 所 有 上 树 皆 准确 向 上 树 . 凡 提 及 准确 向 树 
或 准确 向 上 树 均 指 它们 与 所 在 的 图 已 确定 了 边 的 方向 . 


定理 2.2.1 在 习 G= (VE) 上 的 一 个 树 工 为 准确 向 树 
2 Husum Ex T: DESI ER. 

证 ”由 于 了 为 G 上 的 一 个 准确 向 树 , 存在 G 上 的 边 的 定 
向 使 得 所 有 的 基本 轿 均 为 有 向 圈 . 设 C。" 是 由 ee E(T) 5 T X 
成 的 那个 基本 上 图 和 A,B 为 - e 中 的 那 二 个 连通 片 使 边 e 的 
方向 为 从 4 到 B. W, 由 引 理 2.1.3, 在 Ce PREE beh eM 
BRA. AW, T 是 一 个 准确 向 上 树 . 反之 , 设 Ce = eelez Ees 
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e = (u,v), ei = (vi—1,%;), 1 < i L 8, V = Up, Vs = u, WH ee E(T*) 
与 全 形成 的 那个 基本 轿 . 由 引 理 2.1.4, MAER Cz 1<i<s， 
HE e BFT 为 准确 向 上 树 ， 在 Ct, Pe 的 方向 与 el 的 
方向 不 向 . 或 者 说 e =< vv Me uv. 同样 理由 ， 

ea =< V1,02 tes 2X v, i uo. 从 而 ,在 基本 图 上 所 有 的 边 
皆 同 向 .这 就 是 说 了 是 一 个 准确 向 树 . h 


这 个 定理 使 我 们 总 可 以 只 讨论 准确 向 树 . 如 果 一 个 节点 v 
在 准确 向 树 上 没有 进入 的 边 ， 则 ，” 称 为 了 的 源 . 有 反之 , 若 一 个 
节点 只 有 进入 的 边 , 则 称 它 为 汇 . 一 个 准确 向 树 可 以 有 两 个 以 
上 的 源 . 车 一 个 准确 疝 树 只 有 一 个 源 ， 则 称 它 为 确 向 树 . 一 个 
上 树 ， 若 它 所 确定 的 树 是 确 向 树 ， 则 称 之 为 AR ey p 


引 理 2.2.1 ”一 个 准确 向 树 了 工 在 图 G 上 是 一 个 确 向 树 ， 
当 且 仅 当 它 有 z 一 1 个 节点 使 得 每 个 均 只 有 一 条 进入 的 边 . 

ut Bp g21 中 的 Tr3, 必要 性 是 显然 的 . 反之 , 由 82.1 中 
的 Tr.1, 那个 仅 有 的 例外 节点 是 工 的 唯一 的 源 ， 这 就 得 到 了 充 
分 性 . i 

5i 2.2.2 X TER G 上 的 一 个 确 向 树 ， 则 对 于 任何 
HCG,T,-ThH È H LA-A ma aS Thn AHL 
的 一 个 树 ， 

证 ”由 于 确 向 树 本 身 是 树 ， 必 要 性 显然 ， 反 之 ， 由 于 五 
中 对 于 TS 的 基本 图 也 为 CMT ABA Tmn 是 一 个 树 ， 即 
可 得 充分 性 . h 

5I 2.2.3 MURT AEEY A 
显 节 点 仅 当 源 为 显 节 点 时 对 于 充分 性 例外 . 

证 ”因为 确 向 树 T 只 有 一 个 源 , 由 $23 中 的 Tr.3, 任何 一 


34 第 二 章 APH 


节点 有 且 仅 有 一 条 有 向 路 由 源 指向 它 ， 故 ， 每 一 个 显 节点 ( 除 
源 也 为 显 节 点 外 ) 均 必 为 汇 ， 这 就 是 充分 性 反之 ， 若 有 一 个 
节点 w 它 是 了 的 汇 但 不 是 显 节点 ， 则 由 T 有 唯一 的 源 ， 必 有 
两 条 有 向 路 从 源 指向 v. 与 82.1 中 的 TY:3 了 矛盾， 从而， 只 能 必 
要 性 成 立 h 


如 果 将 一 个 准确 向 树 T A E, WARA (1 
树 称 为 工 的 反 向 形 .相仿 地 ， 可知 一 个 准确 向 上 树 的 反 向 形 的 


定理 2.2.2 ”一 个 准确 向 硅 全 的 反 向 形 是 准确 向 桥 和 它 
Z-A AR ATRA- A a T 
PERIE Bd T AYAZ Hamilton E. 

证 ”由 于 有 向 图 的 反 向 形 仍 是 有 向 图 ， 第 一 个 说 法 的 前 
半 部 是 对 的 . 由 于 在 T 的 反 向 形 中 ， 一 -个 节点 是 源 当 且 仅 当 
EET PHIL. 其 后 半 部 亦 真 .因为 路 本 身 也 是 树 ， 则 有 第 
个 说 法 的 充分 性 . 由 引 理 2.2.3, 此 确 向 树 TT 只 有 二 个 显 节 点 . 
由 $2.1 中 的 Tr.3, 即 得 必要 性 ， [ 


为 了 在 一 个 图 上 求 确 向 树 ， 我 们 要 引进 反射 规则 和 调整 
82.1 中 的 旅行 规则 - 


反射 规则 “每 当 第 一 次 沿 一 条 这 达到 一 个 已 访问 过 的 节 
点 ， 就 沿 此 这 返回 并 将 此 边 标 为 反射 的 . 


调 旅 规则 — Hp 82.1 中 的 旅行 规则 ， 只 要 每 到 一 个 节点 在 

ie F ROR PRI RS. 

对 于 一 个 图 G=(V, E), 如 果 旋 e(G) 已 经 给 定 ， 则 可 以 根 
据 上 面 的 两 条 规则 用 如 下 的 过 程 沿 G 的 边 旅 行 . 
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确 向 过 程 AREA wo 作为 始点 ， 与 wo 关联 的 一 条 这 
en 作为 始 边 ， 只 要 达到 一 个 节点 v, 先 用 反射 规则 ( 如 可 
能 ) 再 用 调 旅 规则 . 


令 Dr 为 在 图 G 上 用 确 向 过 程 所 得 的 字 . 在 这 个 字 中 ， 每 
一 个 字母 表示 G 的 一 条 边 ， 一 -个 字母 知 宕 为 1( 总 是 略 之 ) 或 
-1 分 别 表 示 第 一 次 或 第 二 次 通过 这 个 字母 所 代表 的 边 ，D 是 
由 Dr 中 的 所 有 非 有 反射 边 组 成 的 集合 . 


引 理 2.2.4 Æ Dr 中 的 所 有 非 反 射 这 形成 G E-i 
证 ”出 于 注意 到 每 当 必需 反射 时 ， 就 在 G 中 发 现 一 个 含 
有 这 个 反射 边 的 圈 : 那个 由 所 有 Dr 中 非 反 射 边 在 G 中 所 导 
出 的 子 图 必 连 通 且 无 圈 . 从 而 ， 由 $2.1 Trl, G(D) e -T 
树 . k 


5| 2.2.5 Dr &—^& BHA Dr~g Po. 


证 ME Dr 中 无 反射 边 时 ， 由 引 理 2.2.4 和 定理 2.1.1, 
HERJA BE a 是 一 个 反射 边 ， 则 Dr 具有 形式 : AaB. 
AR. 由 8I.5 中 的 ELO, Dr ~m AB 和 由 归纳 假设 ，AB pg Po. 
即 得 引 理 ， t 


定理 2.233  —" E G= (VE) AANA SERS 
G AE Ed p. 

证 ”由 于 确 向 树 本 身 是 G 的 支撑 树 , 必要 性 显然 . 反之 ， 
由 引 理 22.4 和 注意 到 在 每 个 节点 处 ， 只 要 依 确 向 过 程 通 过 与 
它 关 联 的 一 边 则 与 它 关 联 的 每 一 边 都 必 通 过 二 次 ， 从 G 的 连 
通 性 即 得 所 有 非 反 射 边 的 导出 子 图 就 是 G 上 的 一 个 确 向 衬 . 
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这 就 是 充分 性 . 1 

由 引 理 2.2.4-5 和 定理 2.2.3, 我 们 可 以 记 Tod = G(D) AG 
的 确 向 衬 和 Tod" 为 由 Tod 所 确定 的 确 向 上 树 . 4 Or 和 On 分 
别 为 确 向 这 程 在 G 上 所 得 的 所 有 有 反射 边 和 所 有 非 反 射 边 的 集 
fr. W E(Tod) = On 和 E(Tod*) = Or. 以 后 ， 我 们 不 区 别 边 和 
代表 它 的 字母 . 多 面 形 Dr 被 称 为 G 的 确 向 码 . 由 引 理 2.1.3-4， 
Tod* 的 度 为 8 = (G) = e-v-ri Al Tod WEH a = alG) = »—1. 
这 就 允许 我 们 记 Or = (2.99) 和 On = 人 {01,52,… ba}. 对 
F 7 € Or, 可 记 


Dr = AgabAyy Bb lo | Aj |. 
HH, «,,4,yeR,,vEV. $ 
pDr} = AgabAyB yb ta t AG}. (2.2.1) 


称 这 种 运算 为 在 " 处 的 反射 的 化 , 在 第 十 二 章 中 我 们 将 会 看 到 
它 实际 上 是 一 种 叉 幅 ,容易 验证 ， 它 是 不 可 交换 的 、 在 合成 运 
算 中 要 考虑 到 次 序 ， 进而 ， 令 


= lei íi = 1,2,---,f. (2.2.2) 


j=l 


在 Dr 中 ， 与 反射 边关 联 的 显 节点 被 称 为 Dr 的 反 笛 节点 . 


引 理 2.2.6 在 (2.2.2) 中 确定 的 Dri, i= 0,1,2,-+-, 8, € 
一 个 多 边 形 . 它 有 一 个 面 ，。 一 i 十 1 个 节点 和 。 条 边 . 

证 ” 当 i=0 有 时 ， 由 引 理 2.2.5, 已 经 知道 Dr ~p Ps. A 
此 ， 有 一 个 面 ，e+1 个 节点 和 e 条 边 . 进而 ， 由 于 反射 约 化 保 


持 面 数 和 边 数 不 变 而 且 每 次 减少 一 个 反射 节点 , 即 可 得 引 理 . 
4 
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引 理 2.2.7 Vill <i< 8), Dri vm Qi 
证 当 i=1 时 . 设 
Dr = ÁgabAyy yy | Bb ta! AS. 
因为 
Dri = py, Dr = AygabAy B^ yj la Ag]. 
由 (1.5.3) 中 的 第 二 个 公式 ， 有 
Dr; gi AoabABb la AZ yi. 
AME ERE, AgabABb lani AS! = Dr(G — y). 由 $2.1 中 的 ELO, 
Dri ^g mm =Q. 


一 般 地 ， 由 于 Dri em Dria(G—q)nw» 和 由 归纳 假设 
Drii(G—-*) vg Qi-1, 再 由 (15.22 的 第 二 个 公式 ， 即 可 得 
5. h 


定理 2.2.4 邻 98 为 所 有 连通 区 的 集合 各 工 为 折 有 树 的 
FA, W, vGeg\T, 


(G = G(Drg)) ^ (G x Qa) ^ (Drs C Qa). (2.2.3) 


证 ”因为 中 间 的 说 法 是 前 后 二 说 法 的 一 个 直接 推论 ， 只 
需 证 明 前 后 二 个 说 法 . 由 引 理 2.2.6 的 i1= 8 情形， 前 一 个 说 法 
AR. HFE 2.2.7 的 i= 9 情形 ， 可 得 后 一 个 说 法 . 


上 上面 所 用 的 求 一 个 图 G 在 亏 格 为 3(G) 的 不 可 定向 曲面 上 
的 一 个 嵌入 G(Dra) 的 方法 也 可 以 推广 到 用 于 求 G 在 亏 格 为 
8(G)/2] 的 可 定向 曲面 上 的 戏 入 (如果 存 在 的 话 ). 由 于 在 这 一 
情况 下 的 复杂 性 ， 只 能 留待 第 十 二 章 中 详 论 . 
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82.3 ic 

2.3.1 ”在 文献 中 可 以 看 到 有 很 多 求 图 的 支撑 树 的 算法 ， 
并 已 应 用 到 运筹 学 [BCLI] 和 计算 机 科学 中 [Knu1,Pf1]. 然 ， 似 
FÆ Hopcroft 和 Tarjan[HoT4-5] (15,5), [Liu 1-2]) JF $8, BREE 
Pi, 或 者 说 Tremaux 树 变 成 一 种 有 力 的 工具 以 在 组 合 学 特别 是 
图 论 中 求 更 有 效 的 算法 当然， 在 一 百年 以 前 ， Tremaux 树 就 
被 用 来 解 迷 官 了 [Bal]. 

2.3.2 ”除了 深 探 树 外 ， 确 向 树 还 有 其 他 的 变形 . 例如 左 


探 树 和 右 探 树 用 于 图 作为 平面 上 的 一 个 漫 入 或 曲面 上 的 嵌入 
时 [Liu19,22;FR2]. 

2.3.3 ”在 82.2 中 所 展示 的 利用 确 向 树 的 方法 求 一 个 图 
的 不 可 定向 最 大 亏 格 . 人 们 也 许 在 文章 [Liu8-10] 中 看 到 . 在 那 
里 还 提供 了 求 一 个 图 在 相应 的 曲面 上 的 幅 入 的 有 效 算法 . 

2.3.4 ”证明 定理 2.24 不 一 定 非 用 确 向 树 不 可 ， 用 一 般 
的 树 可 以 想象 也 不 会 出 现 大 的 困难 ,只 不 过 就 计算 复杂 性 而 论 
不 会 比 确 疝 树 更 好 . 

2.3.5 ”在 一 个 图 上 节点 标定 的 树 的 数目 称 为 这 个 图 的 
复杂 度 . 它 可 用 不 同 的 方法 确定 [Cay1). 然而 ,一 个 图 上 确 向 树 
的 数目 尚未 得 知 ， 尽 管 有 很 多 文章 数 各 种 树 的 数目 . 

2.8.6 ”在 什么 情形 下 和 如 何 求 一 个 图 上 的 给 定数 目的 无 
公共 边 的 树 , 特别 是 将 图 分 划 为 支撑 树 的 无 公共 边 的 并 . Tutte 
ITut14| 和 Nash-Williams [Nai] 已 经 解决 了 一 些 有 关 问 题 . 然 ， 
一 个 图 可 以 分 划 为 确 向 树 的 充 要 条 件 尚 属 未 知 . 

2.3.7 ” 树 也 是 纯 数 学 中 的 一 个 重要 概念 (Sen). 

2.3.8 “ 另 一 类 确 向 树 可 以 看 作为 广 探 树 之 推广 ， 在 求 一 
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个 图 的 无 回路 定向 , 其 至 带 个 源 和 -个 汇 的 这 种 定向 时 也 
是 重要 的 、 这 就 导出 了 在 图 上 对 节点 的 单 向 标 数 . 当然 ， 源 
汇 标 数 是 单 向 标 数 在 广 与 汇 相 邻 时 的 特殊 情形 .用 它 也 可 以 
导出 判定 图 的 平面 性 的 线性 算法 . 若 得 看 它们 的 -一些 应 用 ， 可 
参见 [CuL1, Liu28-29, LMS3]. 
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图 中 的 空间 


§3.0 ”二 分 空间 


所 谓 忆 上 的 一 个 空间 (准确 地 说 ， 向 量 空间 或 线性 空间 )， 
Wi (X F; +.) (或 简 记 A7), 就 是 指 一 个 Abel BE (X,+), 或 
UPR MEIC X, 伴 之 以 一 个 域 (F+) 或 简 记 F, 并 满足 下 面 
的 四 条 公理 Vect.1-4. 其 中 ， 二 元 运算 t EO de, e" 为 
标量 积 . 在 Abe HY 上 的 和 在 域 上 的 加 法 用 辣 样 的 记号 . 
标量 积 oe A, 或 简 记 oA EM Fee FF 和 Ae 的 而 且 与 下 
中 的 乘法 用 相同 的 记号 . + 中 的 元 称 为 向量 和 下 中 的 元 为 


Vect.1 Ya £ F,YA,B € ¥,a(A+ B)=aA+aB. 

Vect.2  Va,be F,VA € X, (a +b)A — aA 4- bA. 

Vect.3  Va,b € F, VA € X,(ab)A = a(bA). 

Vect.4 | VA € X,1A — A. 

似乎 在 空间 的 向 量 与 标量 之 间 需 要 说 明 的 仅 有 在 符号 工 
的 区 别 是 分 别 用 0x 和 0F RR X PHM F HEH. 然而 , 由 公 
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H Vect.1-4 可 以 看 出 ，Y4 € Y,0p.A — 0x Fl Va € F, aDx = 0x, 
这 种 区 别 总 是 可 以 略 之 不 计 ， 并 简单 地 用 0 表示 Op 和 Ox. 域 
五 上 的 空间 X 的 一 个 子 集 ? S X, 兰 本 身 也 是 一 个 空间 并 
且 其 中 的 运算 与 KAR, iY Ae AP FE, 记 为 
Y Cvect A. (或 在 不 致 混淆 时 简 记 Y C X). 零 元 0 属于 任何 空 
间 而 且 它 本 身 也 是 一 个 空间 ， 称 之 为 零 空 间 或 PALS, 也 
用 0 表 之 . 任何 一 个 非 零 二 阶 向 量 与 0 形成 一 个 子 空间 并 记 为 
J. 


定理 3.0.1 YY CX， 


Y Crest V S(YA, BE ,A4 B c y) 
^(Va € F,A€ Y,aA € y). 


证 ”必要 性 是 直接 的 . 只 证 充分 性 ， 因 为》C Xx, 由 后 
一 个 说 法 可 知 Vect.2-4 成 立 和 由 前 一 个 说 法 ， Vect. 成 立 . 从 
而 ， 充 分 性 得 证 . à 


当然 ， 对 于 空间 我 们 也 可 以 与 群 一 样 引进 二 个 运算 : n 
即 交 和 u, 即 联 ( 见 $ 1.4) 并 由 此 得 到 一 个 格 (2*,C;U, 0). B 
然 ， 它 也 是 完全 的 ， 

FE, REHE F = GF(2), 即 二 元 域 的 情形 . 这 时 的 
空间 被 称 为 二 分 空间 或 二 元 空间 ， 对 于 任何 ACH 总 有 
A+A=0, 零 向 量 . 或 者 说 是 特征 为 2 的 . ix -2* Rx 
的 所 有 元 素 生 成 的 自由 Abel RE (z| Ve € X). 则 ， 一 个 向 其 同 
时 也 表示 的 一 个 子 集 ， 我 们 总 是 用 同样 的 记号 代表 x 中 的 
HEMMX 中 的 子 集 . 令 A c XL WE 


A= A= >》 n, (3.0.1) 


zEX zeA 
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其 中 A. RAAB x 上 的 条 数 , MOE YR, A, = 1,24 
z € A; 0, 否则 . 
在 空间 E RIEL AM, H(A, B), A, B € X, 表示 ， 
为 
(A.B) = V5 AB... (3.0.2) 


xex 
用 内 积 的 形式 ， 我 们 有 
A, = (A, z), Vr € X. (3.0.3) 


如 果 A,B € X,(A, B) = 0, WR AA B 是正 交 的 . 并 用 ALB 
对 称 地 B14A 表示 (HX (A,B) = (B,A). 至 此 ， 可 以 看 出 : 
VA, B € X, 


(A,B) 20€ |An B| 20. (mod 2). (3.0.4) 


zr (A,A) = 0, 则 称 4 是 BH. 令 ARX) 为 中 所 有 偶 向 量 的 
集合 .由 公理 Vect.1-4, 可 以 验证 AQ) 是 X 的 一 个 子 空间 ， 
FRZ AX 上 的 RSS. 进而 ， 还 可 以 看 出 : 对 于 给 定 的 
AEX, 
A=0@VBE X,(A,B) = 0. (3.0.5) 

或 者 说 ， 这 里 的 内 积 是 sR a. 

若 一 个 向 量 A 满足 YB € B,(A,B) =0 则 称 4 与 她 正 交 ， 
ii ALB. 

今 4 和 8 是 + 的 二 个 子 空间 . F 


A= {A| VA € X, ALB), (3.0.6) 


WA AA B RUE X PH ERS, 记 为 4 = Bt. 而 且 ， 由 内 


积 的 对 称 性 ， 有 
(B+)+ = B. (3.0.7) 
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在 这 一 章 中 ， 我们 将 会 看 到 与 图 有 关 的 一 些 空间 .几乎 所 
有 对 于 这 些 空间 的 结果 全 可 延伸 到 一 般 的 二 分 空间 上 上 . 


83.1 循环， 上 循环 和 双 循 环 


4 G = (V, E) Æ v = |V| Ere | 吾 床 的 图 .一 个 迁 的 集合 
F, |F| = o, 还 具有 这 样 的 性 质 : EE 中 的 每 条 边 在 下 的 元 素 中 
恰 测 现 二 次 ， AR, F 总 是 不 加 利明 地 假定 只 要 G 是 连通 的 
即 表示 G 的 一 个 准 基 形 ， 这 时 ，F 的 元 素 被 称 为 do. 

4 Go = 2", G = 2”, fll Go = 2F 分 别 为 由 节点 集 Y, 
边 集 E, MMR F 生成 的 空间 (sve € V), (e| Ve € E) 和 
Ul vf e FL 并 分 别称 它们 为 G 上 的 了- 空间, 5- 空 间 , 和 下- 空 
Hl. 这 里 , 我 们 只 集中 讨论 E- 空间 的 结构 . 若 G 是 不 连通 的 , 设 
G=G,4+Got+---+G,. Wl, GAG) = 6;(61) +0i(G2) + .+O(G) 
E lG) NGG) = 0, MPZ 1<i<s<w,i=0,1,2. 
这 就 允许 我 们 如 无 特别 的 需要 只 研究 连通 图 的 空间 ， 

MRA eec ER Je 定义 为 它们 两 个 关联 节点 
(所 相应 的 向 量 ) 之 和 ， 则 定义 在 91 的 基 土 的 可 以 被 延 拓 
HÀ 01:01 — Go BPA LL RR. 如 下 


VA€ (1,0854 - S Bie. (3.1.1) 
ecA 
因为 是 从 91 到 Go 的 一 个 同 态 、 即 ， 8 € Hom (01,99). F 
易 证 明 ， Ker) AG. 的 一 个 子 空 闻 . 并 称 之 为 G 的 工 循环 空 
m. 相仿 地 ， Im 8, 是 Go 的 一 个 子 空间 .并 称 之 为 G 的 0-22 
REM. E 忆 的 一 个 子 集 4 RACHUN MOH, MRENA 
G 的 一 个 AR. 令 C 是 G 的 所 有 循环 组 成 的 集合 . 


定理 3.1.1 Ker a, =C, 
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证 ”因为 对 任何 4 € Ker &, 
81A — Y He — 0, 


ecA 
在 GA 中 所 有 节点 缘 偶 次 ， 由 定理 1.3.6, G[A] 的 每 个 连通 片 
BAHE. 然 ， 任 何 回 绽 无 公共 边 的 圈 之 并 从而， Acc. 反 
之 ， 对 任何 ACC, 因为 所 有 节点 在 4 中 均 与 偶数 条 边关 联 ， 
由 (3.0.4.) 可 知 A € Ker 8i. i 


根据 定理 3.1.1, C 被 称 为 G 的 RS uj. 相仿 地 ， 一 个 节 
A& v € V BY Lit 6ov 定义 为 所 有 与 它 关 联 的 边 在 9 PZM. 
即 ， 有 | 
Ve € E, (e, 6v) = (ôe, v}. (3.1.2) 


WW, io 可 以 从 Go 的 一 个 基 上 延 拓 为 整个 Oo 上 的 一 个 线性 变 
换 bo : Go — 01 使 得 
VA € Ga, 54 = 》 dow. (3.1.3) 
vEA 
并 称 50 为 O- Lid hak $. 


由 (3.1.2) 和 内 积 对 于 2 Al bo 的 双 线 性 性 ， 有 如 下 的 更 一 
般 的 关系 : 


VB € Go, VÀ € 01,(4,60B)} = (0, A, B). (3.1.4) 


由 ôo € Hom (9,91) 和 定理 3.0.1 可 知 ， Im bo 是 91 的 一 个 子 
空间 . 并 称 它 为 G 的 1- 上边 续 空间 . 同样 地 ， Ker bo 是 Go 的 
一 个 子 空间 ， 并 称 它 为 G 的 ORME. 


引 理 3.1.1. — VA € Ker ô, VB € Im ŝo, (A.B) — 0. 
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证 ”由 于 BEIm60,3X € Go, B = OX. H (3.1.4), (A, B) = 
(A, 0X) = (8A, X). 再 由 A € Ker 8,014 = 0. 从 而 ， 引 理 得 
证 . 

基于 引 理 3.1.1 和 定理 1.3.7, 我 们 知 Im bo = C^. & C* 为 
G 的 所 有 上 循环 的 集合 . 


定理 3.1.2 Ct+=C". 
证 HUP Im [= Ct MMF A € Go 7H 69A € CL A 
vA = Ea = [(u,v)|Vu € A, Vv É A}, 


从 而 ， S&S AEC. RI. MET X e Ct, X = Ey, A € Go, 
MW, X =A EC Mii, 定理 得 证 ， h 


根据 定理 3.1.2, C+ =Im io, 即 1- 上 边缘 空间 ， 也 可 称 为 G 
的 上 循环 空间 . 由 于 C =Ker 3, 和 C+ 均 为 空间 . oe C meL. 
一 般 而 论 ， 在 Cnc+ 中 允许 有 非 零 向 量 . 况且 ， 二 个 空间 之 交 
也 是 它们 的 子 空 间 . 则 ，B = Cnct 被 称 为 G 的 sus rns ga]. 
B 中 的 非 零 元 素 称 为 NAR. 


定理 3.1.3 dimC + dim C^ = e{= dim G1). 


证 ”假设 C 的 维 数 为 r,0 <r < e, Mio {ei,es,…,ee} 引伸 
出 C 上 的 一 个 有 序 基 {C1,…,C;}. 同时 ，91 的 基 (e €2,---, ec} 
也 确定 了 次 序 . 就 是 说 限定 es € Crei g Cpi ALLJ r h 
(3.0.5.), 91+ 2 0. WY, (e, e) 可 以 引伸 出 Cy e Ct,r+1 < 
ise, HMR ee co Beg Opis irelsiise 因此 ， 
{Ct C7} 为 C+ 的 一 个 基 . 这 就 得 到 了 定理 ， h 


HE, 虽然 C 和 C2 的 维 数 和 等 于 0. 的 维 数 , 但 它 并 不 
意味 91 的 任何 一 个 向 量 妈 可 以 表示 为 C 中 的 一 个 向 量 与 C+ 
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中 的 … 个 向 量 之 和 ， 和 事实 上 ， 如 果 Be BBO, B 中 的 每 
一 条 边 均 非 这 样 的 二 个 向 量 之 和 . 
定理 3.1.4 8~-=C+C+. 
证 WA 
A € (C-C4)* & (ALC) A (410+) 
e (AcCC) A(AeC) 
eAcB, 


由 (3.0.7), 即 得 定理 . 
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4 G = (WE) 为 一 个 图 如 不 特别 申明 总 是 指 连通 的 ， 
和 C 为 G 的 循环 空间 ， 如果 妃 的 子 集 7 了 满足 条 件 : YC eC， 
CnJ 40, 则 J 了 被 称 为 C 的 RR. 如 果 C 的 一 个 联 集 具 有 这 样 
的 性 质 : 它 的 每 个 真子 集 在 中 之 补 均 会 一 个 非 空 循环 ， 则 称 
它 为 C 的 一 个 极 小 联 入 , 常用 RC), RRB, ARRAS. 


引 理 324 邻 包 为 C 的 所 有 极 小 联 集 组 成 的 集合 和 了 * 
是 G 上 的 所 有 上 树 的 集合 、 则 兄 =T， 

证 BRER. R= EE\R. 假若 在 R 中 有 一 个 非 宅 上 
循环 ， 则 由 引 理 3.1.1, 即 与 所 有 循环 的 正 交 性 和 的 极 小 性 ， 
这 个 上 循环 只 能 是 由 一 条 市 边 组 成 . 但 ， 由 极 小 性 ， 丸 绝 不 含 
任何 割 边 ， 从 而 ， RR 中 不 含 任何 非 空 上 循环 这 就 由 G 的 连 
THEA GA 也 是 连通 的 .进而 ， 由 为 C 的 一 个 联 集 可 知 ， 
豆 中 没有 非 空 循环 , 因此 也 就 没有 圈 . 由 92.1 中 的 Tr. 可 知 ， 
REP. AW, ReT. 反之 ， 由 引 理 2.1.3 容易 看 出 上 
树 是 C 的 一 个 极 小 联 集 . ; 


$3.2 ”循环 空间 47 
令 工 是 图 G = V4) 上 的 一 个 树 . 假设 E 中 的 边 排 为 
(ei ez,- s ,ee} 使 得 lei ez, E. S£e-ya1] 形成 上 树 Tt Al {€ce-v425 


-- ec} BAUER T. 


2333.22. 4 (CU) vill <i < e-v +i), Ci) = Cle)} 
为 对 于 全 的 所 有 基本 图 的 集合 M, EC 中 它 是 一 个 线性 无 
证 VonOc.0 v4 € GF(2), 
e-v4l evtl — 
D a;C (i) =0 & 5 0,6; =0 
ial ici 


Vil <i<e—v41),a; —0. 


从 而 ， 引 理 得 证 . 1 


引 理 3.2.3 YC eC, Ja;(l1 <i < e-v +1) € GF(2), 


€—Uv-1 
C= S œt). 
i=l 
证 B {ense} = {ei Vill <i Se vL) (Cie) = 
1). 则 : 
C =$ Ci). (3.2.1) 
j=l 


SW, dS C-:.cü)f 620, Wozc-cCec. 然而 ， 
C-6-(CuOCA(CnÓ) CT. 这 就 与 82.1 中 的 Ter 矛盾 . A 


此 ， 只 能 有 (3.2.1), 即 引 理 成 立 . i 
定理 3.2.1 ”所 有 对 于 树 了 的 基本 圈 形 成 G 中 循环 空间 
C 的 一 组 基 . 


证 ”由 引 理 2.2.2-3 直接 导出 . h 
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由 于 基本 图 的 数 自 就 是 8(G) = -wv +1, 我 们 有 循环 空间 
C 的 维 数 
dimC = ${G). (3.2.2) 
也 称 之 为 G LAR EAR). 
在 循环 空间 上 的 基础 上 , 可 以 在 8 上 定义 一 个 二 元 关系 ， 
用 ya 表示 ， 如 下 : VA BE, 


A vya B € 3C € C,A B - C. (3.2.3) 


由 $1.2 中 的 01,02 和 03. 容易 验证 ~ya 是 G 上 的 一 个 等 
价 ， 进 而 ， 由 定理 3.1.1,C 对 于 91 的 商 群 
G1/C = Qi/ ya (3.2.4) 
也 可 以 看 作为 91 的 一 个 子 空间 ， 并 称 它 为 91 P CHE) WSR. 
定理 3.2.2 G=C+Gi/C 


证 ”对 于 任何 e EB, 若 e 在 一 个 循环 C 上 ， 则 由 (3.2.3) 
可 知 3B E91/C,e = C+B. BWM, HeeGi/C,e=e+0,0€C. 
对 于 任何 4€ 91, 设 


A= e 
e€A 
和 
e = D(C;e) + B(O1/C;e). 
其 中 ， 
D(C,e) € C, B{Gi/C;e) € Gi fC. 
则 ， 由 线性 性 ， 


A= »- (D(C;e) + B(G1/C; e)) 
= (3.2.5) 


= D(C; A) + B(G1/C; A). 
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其 中 ， 


eEA 


B(G1/C; A) = Y^ B(G1/C;e) € G1/C. 
ecA 
这 就 得 到 了 定理 . h 


相仿 的 理由 ， 使 我 们 还 可 以 得 到 C/8,8= CNC, 是 双 循 
环 空间 BFE C 中 的 商 空间 和 91/8 BE 91 PRBS. 进 
而 ， 与 定理 3.2.2 相仿 地 ， 也 可 得 


C - B CIE; (3.2.6) 


| D(C; A) = D(C;e) € C; 


9 =B+9,/8. (3.2.7) 


定理 3.2.3 G1/C = (G,/B)/(C/B). 

证 ”由 定理 1.4.4 (第 三 同 构 定 律 ), MF 01/0,0,7B, RI C/B 
作为 群 ， 定 理 中 之 关系 满足 ， 而且 ， 不 难 验证 ， 上 面 作为 群 间 
的 同 构 可 以 自然 地 延 拓 到 相应 的 空间 之 间 ， 因此 ， 即 得 定理 . 

1 

ENX 0 Hak S. Io: Go J HWAE Go, 

n 24 A € A(Go); 
HA = 
1, 否则 . 
其 中 ， A(9o) 为 8o 中 的 交错 空间 和 用 0 M1 代表 7 中 的 二 个 
向 量 ， 可 见 Ker 85 = A(Go). 这 里 ， 称 Ker & HGH OME 
f] HI Im 8o AG B] (—1)2 E 9]. AR, Im 8g 5 J. 
引 理 3.2.4 Im 2 =Ker à 3 H4 3 G 是 连通 的 ， 


证 ”由 定理 1.3.2 可 知 对 任何 A € 01, AA € A(Go). 故 ， 
Im à € Ker à. 进而 ， 容 易 看 出 {y+ u] Vue Go, v € Qo) 含有 
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A(Go) 的 一 组 基 ， 然 而 ， u-cveimO 当 且 仅 当 在 G 中 存在 
一 条 路 Plu,v). 这 就 得 到 了 必要 性 ， 反之， 由 于 对 任何 二 节点 
u,v, 存在 一 条 连 它 们 的 路 已 和 OP = uto. 从 Im 8. 为 一 个 空 
间 可 知 必 有 Im 8, = A(Go) = Ker Oo. 这 就 是 充分 性 . h 


引 理 3.2.5 G/C = Ker &, E Ef X C 是 连通 的 , 

证 ”由 定理 142 (第 一 同 构 定律 ), 91 /C = Gi/ Ker à & Im 
à. 从 而 ， 由 引 理 3.2.4, 即 得 引 理 ， h 

AA, Im 9, 是 Ker 05 的 一 个 子 空 间 (当然 ， 下 可 交换 向 
必 为 正规 的), 则 Ho = Ho(G;GF(2)) = Ker )/ Im 8i, BẸ Im 8i 
在 Ker Oo 中 的 商 空间 被 称 为 G 的 0- 同 调 空间 、. 

定理 3.2.4 Ho =0, 当 且 仅 当 G 是 连通 的 . 

证 ”由 引 理 3.2.4 直接 导出 . t 

相 类 似 地 ， 我 们 定义 面 f e FF 的 边界 Of 为 所 有 与 它 关联 


的 边 在 91 PM. GEAR. 0. 记 可 以 从 go 的 基 上 所 定义 的 延 
拓 到 整个 空间 9 上 的 一 个 线性 变换 0. : 9 一 91 使 得 
VA € Gz, A= 》 dof. (3.2.8) 
fea 

称 Op Jy 2-1 ORF. 同样 易 证 在 空间 的 意义 下 ,. 仍 有 02 € Hom 
(02,01). 从 而 ， Im a 是 Go 的 一 个 子 空间 .我们 称 之 为 G 的 
1- 边 缘 空 间 . 

引 理 3.2.6 a) =0. 

证 ”因为 对 于 任何 f eF af EG, 中 的 一 个 循环 ， 由 于 
Im Oo 是 一 个 空间 ， 对 于 任何 A, E (3.2.8) 所 示 ， OA 也 是 Gy 
中 的 一 个 循环 . BG Im & CC. 然 ， 由 定理 3.1.1, C = Ker ô. 


“Mo 
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从 而 ， 419A = 0. | ; 
对 于 图 G = (V, E), 为 给 定 的 迁 的 集合 .可 选 男 外 一 个 
图 G*—(V*,E*) 和 F* 按 如 下 方式 定义 : 
Vt=F, F*=V; 
e* = (fi, fa) € E (3.2.9) 


© 3e € E, (&sfi,e) = (ofa, e) = 1. 


这 时 ，e 和 e* 称 为 相应 的 边 对 , 注意 ， 即 便 G RAH, orth 
RPAH. A, Gt 的 环 相应 这 样 的 边 e, 它 仅 与 唯一 的 fe 下 
关联 . 称 Gr 为 G 的 对 偶 . BR, G 的 了 -空间 引 =2” 5G 
的 F- 室 间 Go 同 构 和 Go 的 2- 边缘 映 象 0, 相应 Gg 的 0- 上 边缘 
Me oo. WA, GSG M G SGo. HH, fer tok 
由 在 G 上 的 相应 节点 vs V 所 确定 ， 另 外 ,还 易 见 (G*)* =G. 


引 理 3.2.7 Ima 兰 .4(92), 当 且 仅 当 G 是 连通 的 . 


证 ”因为 可 以 论证 Ker Ba = {0, F} 2&7 SAMY G 是 连 
388g. 由 定理 1.4.2( 第 一 同 构 和 定律 ), 02/ Ker 0; = Im &. 而 且 ， 


我 们 有 92/ Ker & = A(G). AW, FREARS. h 
引 理 3.28 一 个 连通 图 G 是 可 平面 的 ， 当 且 仅 当 C 举 
A(G2). 


it RG G 是 可 平面 的 . 由 于 这 时 的 Euler 示 性 数 为 2， 
有 w=e-v+2. B. Ime CHAE. 因为 总 有 Im & C C, 
只 能 Im 0; —C. 再 由 引 理 3.2.7 可 知 C & AG). 这 就 得 到 了 
QUEM. RZ. AC AG), 则 由 引 理 3.2.7 得 Im 09 =C. 由 
CT dim C=e~v+1, RRA ¢ = |F] = e-v +2. 这 就 是 说 
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HF 所 确定 的 多 面 形 E = EG; 下) 的 Euler 示 性 数 为 2. 故 ， 
G2=G(Z)c P. Bl, G 是 可 平面 的 . h 


根据 引 理 3.2.6, Im 2, 是 C 的 一 个 子 空间 . 这 就 使 我 们 可 
以 定义 G 的 一 个 1- 同 调 空间 为 Ker 91/ Im & — C/Im &. HJ 
Hu(5;GF(2)) ER AP., SAU G 为 基准 图 的 多 面 形 . 


定理 3.2.5 ”一 个 连通 图 G 是 可 平面 的 ， 当 生 仅 当 存 在 
itd e FER H = 0. 
证 ”由 引 理 3.2.7-8 直接 导出 . h 


BEHBEcCSES, MUAH s 上 的 多 面 形 ， 则 由 
(3.2.9) 所 确定 的 对 侦 G* 被 称 为 G 的 So HR. 特别 地 ， 若 8 是 
球面 Po, 则 G* 称 为 G 的 平面 对 偶 . 由 81.6 和 上 面 所 讨论 的 ， 
下 面 的 推论 可 直接 导出 . 


推论 3.2.1 ”一 个 连通 图 是 可 平面 的 ， 当 上 且 仅 当 在 G 上 
HEERES FEF Euler 示 性 数 X(Z(G; F) =v—-et+ yp =2. h 

事实 上 , 这 个 推论 就 是 由 MacLane [M1-2] 首先 发 现 的 图 的 
平面 性 的 表征 之 一 般 情形 . 下 面 的 推论 相当 Whitney 的 平面 性 
表征 [Wht 6-7]. 

推论 3.22 — — ix NE G 是 可 平面 的 ， 当 且 仅 当 GA 
一 个 平面 对 伪 . d 


更 一般 地 , 下面 的 二 个 推论 可 以 表征 一 个 图 在 一 个 曲面 上 
的 可 嵌入 性 .它们 中 的 前 一 个 应 归功 于 Lefschets [Lef 1-2]. 


推论 3.2.3 ”一 个 连通 图 G 可 嵌入 到 一 个 曲面 5 上 ， 当 
Hox dede TENE FG] XD F)-x(S). 4 
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推论 3.2.4 ”一 个 连通 图 G 可 嵌入 到 曲面 8S 上 ， 当 且 仅 
当 G 有 一 个 5 -对偶 . 4 


$3.3 ”上 循环 空间 


对 于 图 GV, E) 的 上 循环 空间 c+, 若 吾 的 一 个 子 集 77 满 
E: yo e Ct, nJ" £ 0, WREA ct 的 一 个 XX. Bet 
的 联 集 J 的 任 一 真子 集 在 E Hi RIES LBM, WP 
EA CÓ MRR. 并 用 RC) 表 之 ， 或 简 记 为 R. 容易 
Wik, AG 上 的 任何 一 个 树 皆 C+ 的 一 个 极 小 联 集 ， 


31 3.31 S R' X C3 的 所 有 极 小 联 集 的 集合 和 本 为 
G (当然 ， 连 通 的 ) 上 的 所 有 树 的 集合. W, R*=T. 


证 首先, 我 们 证 明 对 任何 R* cw, RY BIG. 否则 , 假 
E Ccm EAR, 则 由 极 小 性 ， 对 于 任何 e€ C, EN(R* - e) 
有 一 个 上 逢 环 C". 因为 R* 是 C- 的 联 集 ， 必 有 ecc. 55, 
由 引 理 3.1.1, BB. C 与 C* 的 正 交 性 ， 必 有 e cC-e, 由 此 
e ¢ EA(R* — e) 使 得 e € C*. 这 就 与 C* C EN(R* - e) FE. 
然后 ， 我 们 证 明 对 任何 R* c R*, G[R*] 是 连通 的 . 和 否则， 假设 
GIR*]  G1- G5, 就 有 Evic, € c+, &, Ey(g,) © EAR*. 与 R* 
是 C+ 的 联 集 矛 盾 . 


基于 这 个 引 理 ， 与 引 理 3.22-3 相仿 地 可 以 证 明 对 于 一 个 
桂 的 所 有 基本 上 图 的 集合 形成 上 循环 空间 Ct 的 一 组 基 . 假 
BEG 的 基 {e1,e2，,…,ev-1ev…ee} 中 之 向 量 安排 了 次 序 使 得 
{enez en} 形成 G 上 的 一 个 树 . SC) = CL, 1 sis 
v-1, 为 由 e; SANT OES T 形成 的 基本 上 圈 . R RN 
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有 : YC" ec, 
c= Y c(i). (3.3.1) 


(C* ,ei)=1 
1<i<v~l 


从 而 ， 由 定理 3.1.3 和 定理 3.2.1, (C*(D|i = 1,---,v — 1) 形成 C+ 
的 一 组 基 . C+ 的 维 数 v 一 1 也 称 为 G 的 秩 . 

当然 ，C+ 的 一 个 极 小 联 集 , 或 者 说 G 上 的 一 个 树 , 可 以 确 
E C+ 的 一 组 基 ， 即 对 于 这 个 树 的 所 有 基本 上 辆 的 集合 . 但 ， 
并 不 是 说 C 的 所 有 基金 具有 这 种 形式 ， 从 而 ， G 上 的 树 的 数 
目 只 提供 了 c+ 上 基 的 数目 的 一 个 下 界 . 事实 上 ， 容 易 证 明 ， 
对 于 任何 v 一 1 个 节点 wv, 这 -1 个 E, CER C 的 一 组 基 . 
然 ， 一 般 而 言 ， 它 们 不 会 是 对 于 某 树 的 所 有 基本 上 恒 . 


定理 3.3.1 C+ =Im ôo, 即 C@ 的 1 上 边缘 空间 . 
证 ”由 于 too = 也 和 任何 "一 1 个 节点 ， 的 所 有 E, 形成 
Ct 的 一 组 基 ， 从 do 的 定义 即 可 得 定理 . 


对 于 给 定 的 上 循环 空间 C^, 与 83.2 中 讨论 循环 空间 一 样 ， 
我 们 也 可 以 看 出 91/C+ 也 是 一 个 空间 ， 而 且 有 如 下 的 关系 : 


Gı - C* + 64/C*; (3.3.2) 
Ct — B CB; (3.3.3) 
G,/C+ 2: (G,/B)/(C+/B). (3.3.4) 


WRH ecg 的 2 上 边缘 61e 定义 为 它 在 F 中 的 关联 迁 之 
和 ， 则 可 以 将 5i 从 €i 的 一 个 基 上 线性 延 拓 到 全 空间 9;, 即 
6:01 065 为 


VA€ Gi, &hA — 》 he. (3.3.5) 
ecA ` 
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at, fp 6 AG Hy Ltg EL SAB 61 € Hom 
(01. 02). 91 的 子 空间 Ker 5) 被 称 为 G 的 1-LMmKS IR), 和 子 空 
a] Im 6, Jy 2- Ei 3 Z2]. 
3| 3.3.2 — 569 =0. 
证 ”事实 上 ， 只 要 注意 到 如 下 的 形式 
gy (X, GF(2)) ^ ax, GF(2)) ^ o9, GF(2)) 
i l i (3.3.6) 
Ga(E*, GF(2)) Z g.(x*,GF(2)) 25 gas, GF(2)) 
是 可 交换 的 . Hop, Ot = EX(GuP")EEE(QGSE)BDGHBR r 
为 确定 这 个 对 得 性 的 上 映 象 ， 由 引 理 3.2.6 可 知 0122 = 0. 从 而 ， 
由 对 偶 性 即 得 引 理 ， h 


这 个 引 理 告诉 我 们 Im 6o € Ker ôr, 即 G 的 1- 上 边缘 空间 
是 它 的 1- 上 循环 空间 的 子 空间 ， 一 般 而 言 ， G 的 1- 上 循环 
空间 未 必 是 上 循环 空间 C+, 或 者 说 1- 上 边缘 空间 . 

引 理 3.3.3 Im 50 = Ker 61 E ARH X = X(G,F) EF 
TE 的 . 

证 ”根据 由 (33.6) 所 示 的 形式 ， 有 Im io = Im Of 和 Ker 
&; € Ker Or. 由 定理 3.2.5 之 对 偶 形 式 ， 即 得 引 理 . 4 

4 H (Z; GF(2)) =Ker 61/ Im 60, 或 简 记 为 A 只 要 G 没有 
特别 的 说 明 ， 我 们 称 和 为 G 的 一 个 1- 上 同调 空间 . 

定理 3.3.2 图 G = (V,E) 是 平面 的 ， 当 且 仅 当 存 在 迁 
的 集合 FE, = 0. 

证 引 理 3.3.3 的 一 个 直接 结果 . 4 
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至 此 ,也 许 有 人 想 看 一 看 图 G 连同 迁 的 集合 下 的 0- 上 辣 
调 空间 和 2- 上 局 调 空间 是 什么 样子 而 分 别 引 进 D- 上 边缘 
BRR A 2- 上 边缘 映 象 ， 因 为 与 83.2 中 之 讨论 相仿 且 没 什么 困 
难 也 就 留 给 读者 了 . 
下 面 ,我 们 讨论 循环 空间 C 和 上 循环 空间 C+ 的 结构 性 质 . 
设 了 为 图 G 上 的 树 ，T* 为 与 之 相应 的 上 树 . 令 C*(e),e ET, 
为 基本 上 图 各 C(e,eeT' 为 基本 图 ， 若 我 们 定义 
C*(e), 当 ec T, Bl, (e,T) = 1; 
f= yv. c, 否则. 
aeC(e)Te 
则 ， 可 将 它 线性 延 拓 为 函数 f : 91 — Cl. BR, f € Hom 
(91,C+). 如果 将 f 限定 在 91 的 子 空间 27 E, Wi fr € Hom 
(27,C+). 不 管 怎 样 ， 我 们 可 以 证 明 Ker fr = 0. 由 定理 1.4.2 (第 
一 同 构 定律 ), 27 = Im fr. 


定理 3.3.3 wect. 
证 ”由 于 如 上 所 述 {fr(le)lYe € T, (e, T) = 1} 形成 C+ 的 


(3.3.7) 


一 组 基 ， 有 Im fp = C+. 这 就 得 到 了 定理 . b 
相仿 地 ， 我 们 定义 
C(e), 当 ee T*, BD, (e, T^) =1; 
«ol Y^ cq), 否则 . (3.3.8) 
a€C"(e)ae 


FA, 将 它 延 拓 为 一 个 同 态 he Hom (91,C). Wl, ^ REET 
上 的 函数 hr- € Hom (27,C). 易 证 Ker hr- = 0. 从 而 ， 由 定理 
1.4.2, 21" & Im hre. 由 与 C+ 情形 相仿 的 理由 , 可 知 Im hre = C. 
从 而 ，hz- 是 27 Alc 之 闻 的 一 个 同 构 . 


定理 3.3.4 | AcCi e, h(e) 2 0.. 
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证 ”首先 , 我 们 证 明 对 于 基本 圈 C*(e),e e T, 定理 成 立 - 
因为 
X ho)= SS c@+ Y, Cla)=0, 
acC* (e) a€cC*(e)e acC*(e)-e 
从 表达 式 之 唯一 竹 即 得 欲 证 然后， 证 明 一 般 情形 . 由 于 任何 
上 循环 可 以 唯一 地 表示 为 基本 上 图 之 和 如 (3.3.0 所 示 , A h 88 
线性 即 可 得 定理 . 4 


对 偶 地 ， 我 们 可 得 


AEC e S fle) =0. (3.3.9) 
如 果 一 个 图 没有 双 和 人 循环 ， 我 们 即将 讨论 存在 此 性 质 之 条 
件 ， 由 定理 3.1.4 BTM, FE] A € 91 可 以 唯一 地 表示 为 


A — (A)+w(A), : (3.3.10) 


其 中 (A) eC 和 w(A) e C+. 特别 地 ， 任 何 ee E 有 如 下 的 形 
式 
e = yle) + w(e), (3.3.11) 


其 中 (e) e C 和 wle) e C+ 分 别称 为 ZAHA ELH. 由 唯 
一 性 ， 有 ， 


WA) = J yle); (A) = Y ote. (3.3.12) 
ecA eEA . 

事实 上 , 由 (3.3.12), y € Hom(G,,C) 和 we Hom(91,C+). 容易 看 

it, Imy=C, Ker y= C, Im w = C ll Kero -C IAE 3? =7 

和 w? — v. 
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定理 3.3.5 #B=0, H] 


A € C* e Y ye) = 0; (3.3.13) 
ecA à 


AEC & Y (e) 2 0. (3.3.14) 
ecA 
证 Hd (3.3.10), Ae C+ e yA) - 0 Ml A € C e w(A) — 0. 
即 得 定理 ， 4 


进而 ， 对 于 无 双 循环 的 图 ， 我 们 可 以 分 别 由 主 循环 和 主 上 
循环 确定 C 和 C+ 的 一 组 基 . 


定理 3.3.6 若 G NUR XAR, WHAT GERTAE 
相应 的 上 树 T, 主 循环 的 集合 {(ejlye e T") 形成 C 上 的 一 组 
基 和 和 对偶 地 ， 主 上 循环 的 集合 {w(e)| Ve € T) 形成 C^ 上 的 一 
组 基 . 

证 ”由 对 偶 性 ， 只 需 证 明 两 个 说 法 之 一 . 我 们 取 后 者 . 由 
F Imu-Ct,[w(e)|ve € E) ÆR C+. i Cle) WR ac T^ 所 产 
生 的 基本 图 . 由 Ker v = C, w(C(a)) = 0. AA Cla) = a+ TNC(a), 
有 


w(a) = » w(e). 
e€TNC(a) 
从 而 ， {w(e}l¥e e T) 也 产生 C+. 由 {wle ET} — v — 1, Bf 
C+ 的 维 数 ， 定 理 得 证 . h 
定理 3.3.7 对 于 一 个 无 双 循 环 的 图 G = (V,E) 有 
Ve € E, f(e) = o(T n f?(e)). (3.3.15) 


证 ”由 于 对 任何 A ect, MA f 的 定义 可 知 A= f(Tn A). 
由 fe e ct, Æ Fle = HTNo fle). HASH. RK 
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fle) 和 了 mn f?(e) 在 了 之 下 有 相同 的 象 . 因为 Ker f = C, 有 
FnP(ej=C+ fle), HHCeC. BB. fle) ect. H (3.310) 
的 分 解 形式 可 得 fle) = o(T 9 f?(e)). 这 就 得 到 了 定理 - b 
SH, 我们 也 可 以 对 于 无 双 循 环 的 图 G = (V. E) 8830: 
Ve € E, 
h(e) = 4(T* N &*(e)). (3.3.16) 


进而 ， 容 易 论 证 {Tn fle) Ye eT} 与 {T* 1 h?(e)| Ye e T+} 的 
并 形成 Gı 的 一 组 基 . 
$3.4 NEATH] 
如 果 一 个 图 G = (V, E) 有 一 个 非 空 的 双 循环 空间 , 或 者 说 

G —^ 3E RAM, UU Ba AERE 3.1.4, 因为 这 个 双 循 环 
上 的 任 一 边 不 与 召 正 交 ， 均 不 能 将 它 表 示 为 主 循环 和 主 上 循 
MIU. 但， 任何 不 属于 任 一 双 循 环 的 边 都 有 这 祥 的 表示 ， 或 
者 说 分 解 : 

e = 4(e) + exe). (3.4.1) 


又 ， 由 于 对 任何 Be B, y(e)+ BA o(e) - B 也 分 别 是 主 循环 
和 主 上 循环 ， 则 有 


e = (y(e) + B) + (w(e) + B). (3.4.2) 


就 是 说 ， 这 种 分 解 不 是 唯一 的 . 4 0 = {el IB € B,e c B} 可 
以 论证 (3.4.2) 形式 之 分 解 对 于 yle)\O 和 w(e)\O 是 唯一 的 . 从 
m. RIEDA 5 的 三 元 分 解 : 


E=M+N +0. l (3-4.3) 
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其 中 ， 


bc dSyeC,(eey)^(eo v ecl) 
N = (e| jo eCt (e€w)A(e+wECc)}. 


定理 3.4.1 vec ENBEB, 
(i) e € M = (|y(e) + B| = 1( mod 2)) 
A{|wle) + B| = 0( mod 2)); 
(i) e € N => ([y(e) + B| = 0( mod 2)) 
^(|w(e) + B| = 1( mod 2)); 
(iii) |B| = 0{ mod 2). 
证 ”首先 证 明 (ui). 因为 vB € B, (B, B) = 0, |B| = 0( mod 
2). 这 就 得 到 了 三 Qui). 然后 ， 证 (ii) 和 (i). 由 (ui) 和 (3.4.2), 
有 Ile) +1 = wle) mod 2) 3r ee M, Mec ye). AF 
Y(e) +e € C^, A (v(e) ve) +e) = 0, BP yle)| + 1 — 0 ( mod 2). 
从 而 ，|y(e)| = 1( mod 2). 由 (iii) 即 得 (i). 相仿 地 可 知 (ii) 也 成 
X. h 


这 个 定理 使 我 们 能 够 用 来 简化 确定 的 三 元 分 解 的 手续 . 
一 般 而 言 ， 根 据 (3.4.2) 几 如 下 的 原则 总 可 求 得 E 的 一 个 三 元 
分 解 . 对 e cE, + 


[os = (CI YC € C, (C, e) = 0); 


(3.4.4) 
Cle] = {C] YC €C,(C,e) = 3}. 


相仿 地 可 知 C- (e) AN C+ [e] 的 涵义 . 当然 , 下 面 的 4(C) 和 ACH) 
分 别 表示 C 和 C+ 中 的 交错 空间 . 


63.4 。 双 循环 空间 | 6l 


Prin.1 Ve c E, 


e € M «3A € CA AC), 
(e € A) A(ALC(e)) ^ (VB € C[e], (A, B) = 1). 


Prin. 2 vec E, 


e € N €3A e CH A(CŝH), 
(e € A) A (ALC+{e)}) A (YB € Che], (A, B) = 1). 


Prin. 3 Vec E, 


e € O & JAE A(C), (e€ A) A (ALC). 


5[38 3.4.1. A abe M - N. lij, 
a € ¥(b} & b € yla); a € (b) & 5 € (a). 
证 ”由 于 (yla), y(b)) = (a + wia), (5), 也 有 (la) y) = 


((2), b+ w(b)), 由 正 交 性 有 (a, y(b)) = (v(a),0). 因此 ， 前 一 说 
法 成 立 ， 相 仿 地 可 得 后 一 说 法 . h 


由 定理 3.1.4, 对 于 A EBL, 我 们 还 有 如 下 之 分 解 形式 : 
A= 7(A} + (A), (3.4.5) 


其 中 y(A) eC 和 w(A) € C+ 同样 分 别称 为 4 的 主 循环 和 主 上 
循环 . 当然 ， 对 于 AnO =p, 由 (341) 有 


KA) = 》 vie), w(A) = 》 w(e). 
ecA 


ec A 
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定理 3.4.2 VA,B eB+, 


(7{A), B) = (A, (B)); (w(A), B) = (4,w(B)). 


wt  53[H 3.4.1 的 证 明 相仿 地 ， 由 空间 的 线性 性 即 可 得 
定理 . 4 
进而 ， 我 们 可 以 得 到 对 于 A c E 确定 其 主 循环 和 主 上 循 
MHAE. > 
C(A) = (C| VC € C, ALC}; 
i cj = {C| VC € C, (A, C) = 1). 


(3.4.6) 


相仿 地 ， 由 C+ 代 C 即 可 从 (3.4.6) 得 到 CHA) 和 C^ [A]. 


Crit.1 VA C E,C EC, 
€ = (A) & (CLC(A)) ^ (VD € C[Aj, (C, D) = 1). 
Crit.2 VAC E,C e Ct, 
€ = w(A) & (CLC^ (A)) ^ (VD e C+[A], (C, D) = 1). 
若 对 于 abe M-N,a 4b, A (aby) = 1 (同样 地 , (a, o (5) 


= (y(a),b) = (w(a),b) = 1), SUA a AA b J& X X 65, A "a int b^ 
或 "binta" 表示 ， 进 而 ， 令 


Int a = {b| Vb € E, b int a}. (3.4.7) 
容易 看 出 ，a e M+N, 有 


Int a = (a) i w(a) n (M + N). (3.4.8) 
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定理 3.4.3  £B-O, WHE ec E, A 


[Int e| = 0( mod 2). (3.4.9) 


证 因为 这 时 M - N = E, 公式 (3.4.8) BA Int e = y(e)rn 
w(e). 由 正 交 性 知 [Int ej = (*(e),o(e)) = 0( mod 2). 即 得 定理 . 
1 


& Gee Hl G:e SMA G=(V,E) EWU e c ERA 
一 个 节点 和 通过 引进 一 个 新 节点 将 e 双 分 为 二 条 边 所 得 到 的 
fa. 


引 理 3.4.2 设 G 的 双 循环 空间 为 + EH. eRe co, 
i) G—-e,Gee 和 G:e 的 双 循 环 空间 是 相同 的 . H. REN 
r—1. Ree M, lj G—e, Gee ft Gre 的 灾 循 环 空间 的 维 数 
分 别 为 mr 二 1{ 当 然 ，e 不 是 环 ) rl dec NN, G-e, 
Gee 和 G:e 的 双 循环 空间 的 维 数 分 别 为 r 十 1( 当 @ FHM 
B,r 和 r. 


证 当 e EO 时， 可 以 看 出 在 G HE e 的 所 有 双 循 环 均 
不 产生 G 一 e Gee 和 G :e 中 的 双 循 环 ， 从 而 ， 第 一 个 谱 法 
成 立 ， 其 它 二 个 说 法 可 由 分 解 公式 (3.4.2) 所 导出 . 4 


定理 3.4.4 对 于 任何 非 平 凡 的 图 G (当然 ， 是 连通 的 ) 
B=0 当 且 仅 当 7(G) 二 1( mod 2). 其 中 ，7(G) 为 G E 
gH, FS ig. 


证 对 G 的 度 用 归纳 法 AG ARN, RUE RAE 
边 数 不 多 ， 易 验证 定理 成 立 . 由 于 收缩 一 条 豁 边 不 会 改变 图 的 
复杂 度 和 双 循 环 的 数目 ， 我 们 可 假定 在 G 中 无 制 边 . X. fm 
$13 中 所 定义 的 ， G 不 带 环 ， 故 ， 对 任何 ee E A G~e 
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和 Gee FEE. MA, BA T(G) = r(G -日 +T(Gee), 其 
中 r(G—e) T(Gee) 分 别 为 G PRE e MS e 的 树 的 数 
AH. 对 于 e es 0, 因为 G 一 e 和 Goe 的 双 循 环 空间 具有 相同 
的 维 数 ( 引 理 3.4.2), 由 归纳 假设 可 知 r(G — e) = r(Ge e). 从 
而 ， T(G) = 7(Gee)+7(G — e) = Of mod 2)， 这 样 ， 只 需 讨 
论 二 种 可 能 的 情形 . (1) Æ e € M, 则 Gee 必 有 一 个 双 循 
环 ( 引 理 3.4.2. 从 而 ， 由 归纳 假设 有 r(G 。e) = 0( mod 2). 
而 且 ， 由 引 理 3.4.2 可 知 G — e 的 双 循 环 空间 与 G 的 相同 和 
T(G) = T(G — e) + r(Ge e) = 7T(G — e)( mod 2). (2) Hee N, Ril 
Gee 的 双 循 环 空间 与 G 的 相同 (3| 38 3.42) 和 与 (1) 相仿 地 可 
得 r(G) = 7(Gee)( mod 2). 从 而 ， 由 归纳 假设 ， 即 可 导出 定理 
成 立 . 4 


对 于 双 循 环 空间 B, 它 的 一 个 双 树 , 用 Ro 表示 ， 即 指 它 的 
一 个 极 小 联 集 ， 或 者 说 EE 的 一 个 子 集 使 得 它 的 任何 一 个 真子 
集 均 非 B 的 联 集 . 与 循环 空间 和 上 循环 空间 相仿 地 ， 双 树 确定 
双 循 环 空间 8 的 一 组 基 ， 也 称 为 8 的 基本 基 

BRACE. 同样 地 ii G—A,Ge ARI G : A 分 别 为 从 
G=(V,E) 中 去 掉 A PH, KS 4 的 每 一 条 边 为 一 个 节点 
和 将 4 的 每 一 条 边 作 双 分 而 得 到 的 图 . 


定理 3.45 # R? 是 一 个 双 树 ， 则 G— RB, Ge R 和 
G: R9 BP X XE E. 


uk ”由 于 双 树 确定 G 的 双 循 环 空间 的 一 组 基 ， 从 引 理 
3.4.2 即 导 致 此 定理 . 8 


一 般 而 论 , 似乎 尚未 发 现 一 种 简单 易 行 的 图 论 方法 确定 出 
一 个 图 的 双 树 ， 然 ， 对 于 可 平面 图 ， 确 甚 为 简单 .关键 的 步 又 
在 于 按 一 定 方式 求 出 一 个 迁 的 集合 使 得 形成 一 个 多 面 形 . 
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通 穿 规则 “在 一 个 可 平面 图 的 平面 嵌入 上 ， 从 一 个 节点 

起 步 在 一 面 了 内 沿 一 条 与 此 节点 关联 的 达 只 要 达到 这 之 

中 点 就 罕 过 此 边 在 与 此 边关 联 的 男 一 面 沿 此 边 继续 走 . 

假设 TTr 是 依 通 穿 规则 使 得 每 一 条 边 恰 通 过 二 次 所 得 的 
迁 的 集合 . XPT te TTr, > g(t) 为 在 中 仅 出 现 一 次 的 边 的 集 
fe 因为 TTr 是 一 个 多 面 形 ， at= a(t). 


5/32 3.4.3 vte TTY, 


(a(t) € B) ^ (qt) = 0 © [TT.| = 1.) 


证 “因为 qtt) = ate C 和 由 平面 对 偶 性 对 je F 有 
(alt), 3af) =0, 则 a(t) e C^. ATT, a(t) € B h TT, 的 条 件 ， 
后 一 说 法 之 充分 性 显然 . 而 必要 性 则 根据 图 的 连通 性 可 由 通 穿 
规则 本 身 而 得 到 . t 


引 理 3.4.4 4 TTr = (tut, t} M. r 个 向 量 
q(t),i 2 1,--,7, ER a X te ENZ PER r-1 Aky 
线性 无 关 . 

TE BF Dic, tt) = 0. 第 一 个 说 法 是 显然 的 . 若 第 二 
个 说 法 不 真 , 如 果 必 要 通过 适当 排序 可 以 假设 g(t) = Dacic 
q(). 然而 , 由 第 一 个 说 法 有 Lacie ats) = 0. 这 就 意味 Tr = 
{ta,ts,---, tr}. 与 引 理 的 条 件 矛 持 . h 


定理 3.4.6 dimB8 =|TTr|~1. 


证 ”由 引 理 3.43-4 和 前面 关 于 循环 和 上 循环 空间 的 讨 
论 ， 可 以 确定 E 的 一 个 子 集 ， 用 {eis se) Cn. 使 得 满 
是 性 质 : (g(ti)j,ei) = 1, (qijhe)20 j&£ülszüjzr—-ld 
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就 是 说 ， R? = {el,…,er-1) 为 由 (tali = 1,2,---,7} Br 
成 的 空间 的 一 个 极 小 联 集 . 进而， 证 明 Ro 是 一 个 双 树 .对 7 
用 归纳 法 . 车 7 = 1, 则 到 =4 由 引 理 3.4.3, 结论 为 真 . 

Er > 1, 不 失 一 般 狂 可 令 e ME et) 和 gt) HHR, W 
TTr(G — &) = (tz sto 5) HP te 为 由 glt) 和 at.) 所 
合成 的 ， 由 归纳 假设 ， RPG) 为 G -el 的 一 个 双 树 . 由 
于 ei € 0, 从 引 理 34.2 即 得 R 为 G 的 一 个 双 树 . 从 而 ， 

dim B = |R°| =r — 1 = [T'Tr| — 1. i 


§3.5 IC 


3.5.1 讨论 空间 ， 主 要 是 循环 和 上 循环 空间 的 大 多 数 文 
章 是 对 于 图 的 边 定 向 在 实数 域 上 进行 . 然 ， 所 得 之 结果 事实 上 
并 不 依赖 定向 的 方式 ， 最 早 的 文章 当 首 推 Kirchhoff 分 析 电 网 
络 的 .这 一 理论 的 主要 方面 在 陈 氏 的 书 中 可 以 查 到 [Chel]. È 
其 是 Brooks, Smith, Stone 和 Tutte 在 解决 拼 方 问题 时 所 用 的 方 
法 与 网 络 理论 紧密 相关 [BSST 1]. 另 一 方面 ， 图 上 的 链 群 的 理 
论 多 少 是 受 拓扑 学 的 代数 化 之 影响 - 这 方面 的 第 一 篇 文章 似乎 
归于 Tutte [Tut4]. 不 管 怎 样 ， 吴 文俊 那 时 在 拓扑 学 方面 之 工作 
也 含有 对 图 作为 特殊 情形 的 讨论 Wau. 此 后 ， 还 有 [Liu]. 


3.5.2 ” 双 循 环 空间 在 陈 氏 的 文章 [Che] 中 讨论 一 个 图 上 
的 一 分 空间 时 而 被 引进 的 . 之 后 , 一 些 作 者 ,特别 是 在 [Rol] 中 
作 了 进一步 的 研究 . 近来， Berman 讨论 了 整数 环 2 上 的 双 循 
PR, 发 现 了 一 个 斤 的 复杂 疫 的 叭 一 分 解 7+ = tht = Ihe t 
使 得 Z 上 的 双 轿 是 群 同 构 于 Z(t) x x Zim) HP, Zi) = 
{a€Z|ta=0},i=1,---, m[Berk2j. 


3.5.3 ”在 83.4 中 ,为 求 一 个 平面 图 的 双 循 环 空间 之 基 提 
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供 了 一 种 十 分 简单 的 方法 . 然而， 这 种 方法 似乎 不 能 直接 发 展 
到 一 般 的 图 . 此 法 之 原始 想法 可 在 [Shi] 中 看 到 . 更 早 地 ， 可 
见 [De1]. 

3.5.4 ”虽然 在 8 3.3 中 提供 了 一 些 关于 图 的 平面 性 的 判 
JE. 而 这 些 判 准 不 大 会 对 设计 有 效 算 法 有 直接 的 好 处 ， 在 第 五 
章 中 ， 我 们 将 进一步 地 讨论 以 便 得 到 更 为 有 效 的 定理 . 


第 四 章 
可 平面 图 


84.1 Euler 公式 的 利用 


设 卫 是 一 个 多 面 形 ， 它 的 基准 图 为 G = (VE). F 是 面 的 
BE. 令 p(v) 和 p*(7) 分 别 为 节点 ve V MM f e F 的 次 . 
则 ， 有 

V 2$ Vs Vim (ul Ww € V, ole) =i}; 
cn (4.1.1) 
, =F, F= {SYF € F, s). 


i>1 


进而 ， 令 n = Vil l<i<yp, gi =|FKl,1<i<¢, Bill 


»-|Vi- Dw 
i>i 
e-|FI-2 Y es (4.1.2) 
这 1 . 
2e = Yin = So igi. 
这 1 i> 


在 对 侦 的 情形 下 ， G MORE C = (V*, E"), F* 为 它 的 面 的 
RA, WE 2 的 对 侦 多 面 形 Et 的 基准 图 对 于 V* 和 FS 
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有 与 (4.1.1) 和 (4.1.2) 相仿 的 公式 而且， 有 如 下 关系 : 
vw=|V"j=|Fl=9, =~, il; 
nice. pi = Vi, ial 


(4.1.3) 


引 理 4.1.1 令 6(G) 和 6*(G)=6(G*) 分 别 为 G 和 G* 的 
SRM RINK. WR 6G), &(G)>3, WA 


[3maxtr e] < e < Stmin(v, e) - x(2)). (614) 


mH,RERopz4AkEgkGiBEGHUV-OILAXAFE-ÓiA. 
证 ”由 (4.1.2) 中 的 第 三 式 ， 有 


2c > max ‘> 5, 3 Y «). (4.1.5) 
i>l é>1 
从 而 ， 有 (4.1.4) 的 左边 的 不 等 式 . 由 (1.5.6) 中 的 Euler 示 性 数 
和 (4.1.5), 有 
3x(Z) € min(—e + 3v, 一 十 39) 


(4.1.6) 
= -€+ 3min(y, p). 


这 就 得 <c< 3min(v, y) 一 3x(E). 从 而 ， (4.1.5) 的 右边 的 不 等 式 
Barn. 

因为 (4.1.5), 或 (4.1.6) SARH HALK V| = 0,2 4, Be 
|R| = 0,2 > 4, 即 引 班 的 最 后 一 个 说 法 . h 


由 这 个 引 理 ， 可 以 直接 导出 一 批 已 知 的 结果 [Liu20-21]. 车 
UC B, Wl di (1.5.7) 有 


[Smale e < e < 3(min(v, p) — 2 + 2p). (4.1.7) 
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当然 ， 对 p = 0, 即 球面 或 平面 ， 有 ， 


pree 21 < e € 3min(y, v) — 6. (4.1.8) 


SSH X899 TL E — AUD. WASH 三 角 剖 分 . 球面 上 的 
一 个 三 角 剖 分 也 称 为 极 大 平面 图 , 对 于 极 大 平面 图 ，(4.1.8) 中 
之 等 式 成 立 . 

E c Qa, H 


(eal < e € 3(min(z, e) — 1 +q). (4.1.9) 
ESA E b. EBUHOS RA k- KH, REA k-E aii. 
HNR, FEKAR S 六 次 的 ， 则 称 它 为 kee Res. 一 个 
3- 正则 多 面 形 也 称 为 立方 的 , 当然 ， 三 角 痢 分 是 3*- 正则 的 . 
车 一 个 多 面 形 既 s- EWM t- 正则 ， 则 称 之 为 全 正则 的 , 或 者 
(s, 台 -正则 的 . BI, — (s, 让 -多面 形 . 

SpA p 分 别 为 多 面 形 的 节点 种 面 的 平均 次 . 则 ， 我 们 
有 


..1 Svr na H 2 
p " S ivs p" E " D ips (4.1.10) 
i>] $21 


引 理 4.1.2 ”对 于 一 个 多 面 形 卫 它 的 基准 图 为 G = (VE) 
E 6(G),6°(G) > 3. W, Æ 
»0 X XcP XQ; 
-1+Ž =0, Š ECP 或 Qs; (4.1.11) 
«0 其 它 . 


wl 
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证 Hi (4.1.10), A vp = 2e = p^. H (1.5.6), 得 


x)= e 


= sie =): 
进而 ， 由 (1.5.7) E48 (4.1.11). h 
根据 引 理 4.1.2, 可 能 的 (s, £)- 多 面 形 为 当 
(s.t) = (5. 9") = (3.3), (3, 4), (3, 5), (4, 3), (5,3) 
时 的 情形 . 


定理 4.1.1 ”在 球面 上 有 五 种 (s,t)- 多 面 形 . 在 射影 平面 
IG (s). 多 面 形 . 

证 ”事实 上 ， 第 一 个 结论 中 的 五 种 多 面 形 即 Polato $ & 
4t: 正四 面体 ( 即 (3.3)- 多 面 形 H4), 立方 体 (或 正六 面体 ， 即 
(3,4)- 多 面 形 We), 正八 面体 (BB. (4,3)- 多 面 形 i), iE ik 
(BP (3,5)~ 多 面 形 1,2) 和 正 廿 面体 ( 即 (5,3)- 多 面 形 Meo). 由 上 
面 的 讨论 ， 第 一 个 结论 得 以 证 明 . 第 二 个 结论 中 的 四 个 多 面 形 
如 图 4.1.1 所 示 . 它们 是 (4,3)- 多 面 形 及 其 对 提 (3,4)- 多 面 形 
{如 (a) 中 所 示 ), 和 (5,3)- 多 面 形 及 其 对 偶 (3,5)- 多 面 形 (如 (b) 
中 所 示 ). 然而 ， (3,3)- eee a 
YEAR). 从 而 ， 第 二 个 结论 得 证 . 4 


相仿 地 , 由 (4.1.11), 在 环 面 上 或 Klein HEL, 有 三 种 可 能 的 
(st) SiH, BE (st) = (p, a") = (3,8), (4,4), (6,3). 事实 上 ， 图 
4.1.2 中 的 (a) 和 (b) 分 别 为 环 面 上 的 (3.6)- 和 (4,4)- 多 面 形 . 
而 ， (6,3)- 多 面 形 则 是 (3,6)~ 多 而 形 的 对 偶 . 在 图 4.1.3 中 给 出 
了 相应 的 (st- 多 面 形 在 Klein JR ERSTE. 


可 平面 图 
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(b) 


(a) 


图 4.1.1 


(b) 


(a) 


p 


图 4.1.2 


i H i 


(b) 


(2) 


4.1.3 
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引 理 4.1.3 Aa SLR £ EX. kOe 


3k - (k — 2)j)p; = 2kx(S). (4.1.12) 


jz3 


证 HB (4.1.2), 有 


》 (2k - (k — 2)3)e; 715 505 — bodes + 0 


323 j23 j23 


= 2k Sov; — 2ke + 2ky 
j23 


= 2kx(S). 
4 


令 mi 为 与 i 个 次 为 + 的 面 关联 的 节点 的 数 且 和 类 为 节点 
v 与 次 为 上 的 面 了 关联 的 对 (v f£) ZB. V. A 


k 
v= } mi, t > 3; (4.1.13) 


k—t 
t, Sv + Y; iml, 3X t € k. 
jz1 


在 上 面 的 不 等 式 中 , SS mY Ay m = mi =… -mbu- 
0. 进而 ， 令 
_ Z(k - Dx(S) 
(5; 93 Pa,°° ) = 2k — (k — 2)t 
De a Bl m X Ma (41M) 
j>3 
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定理 4.1.2 {第 一 不 等 式 ) ”对 于 曲面 3 ERE SHH, 
有 
k—t 
>》 smi, > (Sipa pa). (4.1.15) 
s=2 


He, t>3,t4 2k/(k—-2), 3€I« k. 
证 ”由 (4.1.13) 中 的 第 三 式 ， (4.1.12) 中 的 第 三 式 (k- iE 
则 的 情形 ) 和 (4.1.12), 有 


imi. > >ipt—ily={1— te 一 一 »7 
E s 


jt 
hkl 2kx(S) 2k — (k - 2j 2 
ES T [= —(k — 2X -Ea aay 2k — (k — 2)t €? 
p 


i . 
— > 2 ipi = 9(S;pa ya) 
em 
ift 


由 (4.1.15) 和 (4.1.13) 中 的 第 二 式 ， 有 


mí > —(k —1— lv + B(S; pa ph 小 (4.1.16) 


其 中 3 < 1 < &. 为 简便 ， 我 们 记 
W(Siessoe) = Bs 


[(k ~ 2)t — 2(k — 1) ~ 2t 
T 2 2k — (k — 2)t ve GE) 
jut 
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定理 4.1.3 (第 二 不 等 式 ) — ow T dS E k- SHH, 
有 
mi, > W(Sivs.qa c) (4.118) 


KB, t234£z2k/(k -2) k 23. 
Wr M (4.1.12) 和 (4.1.2) 的 第 三 式 (k- 正则 情形 ), 可 得 


_ 2tx(8) j-t 
ism m-ü-3 2 2k - (k— 2405 (4.1.19) 
jet 
T (4.1.19) 形式 的 ud 代入 到 (4.1.16) 中 ， 化 简 之 后 ， 即 可 得 不 等 
式 (4.1.18). 


从 上 面 所 说 的 二 个 不 等 式 出 发 , 可 直接 导出 一 批 已 经 知道 
的 结果 [Liu 20-21]. 这 里 仅 提 供 几 个 常用 的 . 


推论 4.1.1 TEES 上 的 k- 多 面 形 ， 若 x(S) >o, B 
S 是 球面 和 射影 平面 ， 则 只 有 和 5 时 才 有 意义 ， 或 者 说 ， 在 
曲面 5, x(3) > 0, 上 的 任何 多 面 形 总 有 一 个 节点 和 一 个 面 的 次 
至 多 为 5. 特别 地 ， 任 何平 面 图 均 有 一 个 节点 和 一 个 面 次 至 多 


À 5. j 
推论 4.1.2 对 于 环 面 上 和 Klein JK - 89 k- SHH, A 
k«6. H, x k-0, WM PR i EP LAE. t 


推论 4.1.3 ”在 球面 上 ， 或 射影 平面 上 ， 任 何 4 或 5- 
多 面 形 均 有 一 个 面 是 三 角形 ， 特 别 地 ， 一 个 平面 图 ， 如 果 节 避 
的 次 不 小 于 4 则 必 有 一 个 面 为 三 角形 . 在 环 面 上 ， 或 Klein JR 
E, EH LRS & XE SUR — EX LA. t 


推论 4.1.4 ”在 曲面 Sx(S)«0, EE k- 多 面 形 均 有 
一 个 次 不 大 于 gBka-x(s)/(k-2) 的 面 . i 
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$4.2 Jordan 曲线 定理 


在 拓扑 学 中 ， Jordan 曲线 定理 的 经 典 说 法 是 任何 一 个 简 
单 的 闭 曲线 将 球面 分 为 两 个 连通 的 区 域 均 以 它 为 边界 . 本 节 讨 
论 它 在 图 论 中 的 说 法 与 证 明 . 

4 E= E(G; F) 是 一 个 多 面 形 , 它 的 基准 图 为 G = (V, EF 
为 面 的 集合 ， 如 果 G 的 任何 一 个 非 面 边 界 的 图 C 有 性 质 : 存 
在 G 的 两 个 真子 图 In 和 Ou 使 得 


Inu Ou =G; InNOu= C, (4.2.1) 


We x AA 第 一 Jordan 4, 或 简 记 为 1- 曲 线性 . 对 于 一 个 图 
G, 如 果 存 在 一 个 多 面 形 C= 2G; F) 具有 1- 曲 线性 . 当然 ， 为 
了 使 本 节 所 讨论 的 问题 有 意义 ， 我 们 总 是 假设 在 X = L(G; F) 
中 五 的 所 有 元 素 告 G 的 图 . 或 者 更 确切 地 ，fe 的 边界 组 
G 中 的 图 ， 


定理 4.2.1 (第 一 Jordan 定理 ) — XR G 是 平面 的 WER 
A l- 曲线 性 . 

证 ”因为 (2) = 0,0 = X(G;F) 由 定理 3.25 可 知 ， 
Im8, =Kerd, = C, 即 G 的 循环 空间 ， 从 而 ， Imaa 2 F HEF 
中 含有 < 的 一 组 基 ， 册 此 ， 对 任何 一 个 图 C# F, 存在 五 的 一 
dez PEZ! 


C=} afi c= Y of. (4.2.2) 
fed feFAD 


X, Xu 
0v - G[ U F|; m» e[. U f 


fep feFAD 
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则 由 于 G 的 每 一 条 边 在 FF 的 元 素 中 恰 出 现 二 次 必 有 Ou 和 In 
满足 (421) 中 的 关系 ， 即 G 具有 1- 曲线 性 i 

4 E = E(G*; F*) X E = X(G; F) ARREK. ITF G 
中 的 一 个 图 C, 记 C = (e| Ye € C}, 或 者 说 Ce 91 BUE gi F 
的 相应 向 量 . 

引 理 4.2.1 令 C 为 三 中 一 个 图 . Rl, G\C 有 至 多 两 
个 连通 片 . 

证 RA AG\C 的 一 个 连通 片 ， 但 非 仅 有 的 一 个 , 
4 DFF PHE Vir") 的 子 集 则 

C= Sl asec. 
jeD 
然 , d: 0 C' c C, JI C 本 身 并 非 圈 , 与 引 理 的 条 件 矛 盾 . 故 ， 
C=C. 由 于 每 条 边 在 F 的 元 素 中 恰 出 现 二 次 ， 只 能 
C= $ af. 


fEF\D 

Kit, B FD 可 确定 G'AC* 的 男 一 个 连通 片 . 4 

对 于 一 个 多 面 形 x = LG; PF) 和 它 的 对 偶 E” = 2G"; F*), 
车 C 是 G 上 的 一 个 图 使 得 G*\C* RADE. MCR 
有 第 二 Jordan 性 , 或 简 记 为 2- 曲 线性 . 若 图 G 的 所 有 图 都 具 
有 2- 曲线 性 ， 则 G 本 身 也 被 称 为 具有 2- 曲 线性 . 

定理 4.2.2 (第 二 Jordan EH) 一 个 图 G 具有 2- HR 
性 ， 当 且 仅 当 G 是 可 平面 的 . 

证 ” 先 证 必要 性 ， 由 于 对 G 的 任何 图 C Bf G\c R 
有 两 个 连通 片 . 任何 C* 只 要 与 G 中 的 一 图 在 对 偶 意 义 下 相应 
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必 为 Gt 的 上 图 . 由 于 oO 的 每 一 边 在 ATR, EIEE 
历 ， 中 恰 出 现 二 次 ， 则 由 引 理 4.2.1 知 V* 中 含有 Kers; 的 一 组 
di. WA, Ve A Imi 的 一 个 子 集 ， 从 而 ， Ker Of CIm63. 5 
一 方面 ， 由 引 理 3.3.2, 有 Im 6 CKeréf. 这 就 只 能 Kerf? —Im 
65. BR, 和 (2") = 0. 由 定理 3.3.2 的 对 侦 博 形 ， Gt 必 为 可 平 
ma. Mit, G 是 可 平面 的 . 反之 ， 再 证 充分 性 . 由 平面 对 偶 
人 性， 对 于 G 中 的 任 一 圈 C, C* BA G+ 中 上 图 . Mill, G*\c 
有 两 个 连通 片 . 这 就 是 2- 曲线 性 . b 


对 于 一 个 图 G, 当然 连通 无 环 ， 了 = LGF) 为 它 的 一 个 
准 基 形 ， 令 C 是 一 个 图 . ”Ec WAC 关联 非 C 上 的 边 的 集 
fr 在 Ec 上 定义 一 个 等 价 ， 用 ~c 表示 ， 作 为 如 下 的 二 元 关 
系 的 传递 手包 : Ya be Ec, 


~c b &3f € F,(a?C(a, b? c f) 


(4.2.3) 
v (b"^C(b,a)a^? C f), 


其 中 C(a,6), R C(b, a) 分 别 为 Cn 了 EMM a Bb, RM 6 Bla 
的 路 ， 可 以 看 出 ， 总 有 


|Ec/ ~g | <2. 


且 , 对 于 任何 非 到 中 的 元 素 的 圈 C, FARRAH x Jen] 
定向 的 这 时 ， 用 Bc = Ec(C) 和 Ex = Er(C) 表示 此 二 等 价 
AB. 进而, 令 Ve 和 Va 分 别 为 被 连接 Ec 和 Er 中 二 边 的 路 通 
过 的 节点 的 集合 , 由 G 的 连通 性 可 知 Ve UVR, = VAV(O). 如 果 
Ve Vg — 0, WP C RA RZ Jordan 性 .或 者 称 3- 曲 线性 . 特 
Ash, BC 具有 3- 曲线 性 ， 则 连 Vi 和 Ve 的 每 一 条 路 必 与 C 
相交 ( 即 有 公共 节点 }. 从 而 ， C 也 具有 i 曲线 性 . 若 G 的 准 
基 形 忆 的 每 一 个 非 面 边界 的 圈 均 具有 3- 曲线 性 ， 则 也 称 GR 
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引 理 422 ^CXEGHK-—^B. £-X(GF)XG 
的 一 个 可 定向 的 准 基 形 . 如 果 C 具有 2- 曲线 性 ， 则 C 具有 3- 
曲线 性 . 反之 , 若 这 (C) 关 有 Va(C) £056 CHAS 曲线 性 ， 
则 C 具有 2- 曲线 性 

证 ”对 于 一 个 节点 w* EV* HVC), Sse EF AEH 
相应 的 面 ， 设 In* 和 Ow 为 G"\C* 的 两 个 连通 片 (由 于 C 具 
有 2- 曲线 性 ). J, 


In= (J o) 
ve*€in* 
ou= Uf" 
v*cOvw" 


为 G 的 子 图 且 使 得 


InUOu=G 和 InN Ou =C. 


Am, A Esc In fl Er C Ow (或 反之 ，Ec C Ou fil Ex C In). 
剩 下 的 就 是 要 证 Vcn Va = 0.58], BI Ven Vg #9, R, In 和 
Ou 必 有 一 个 节点 公共 并 且 它 不 在 C E. 从 而 ，JIn 和 Owu 有 一 
条 公共 边 不 在 CL. 与 InnOw=0C 了 矛盾. 
反之 ， 用 反 证 法 .由 引 理 4.2.1, 可 以 设 GC 是 连通 的 . 
则 ， 在 G*\C* 中 有 一 条 路 P*(v?,o3) HB VOT) A Ve 40 A 
V(J(vi)) n Va #0. i5 
H= |) fe") cea. 
urEP* 

E P= uvo u BH PE Ve 和 Vr 的 最 短路 . WE PSC 
无 公共 节点 .否则 ， 设 viri 是 第 一 个 与 C 公共 的 节点 . 由 书 
的 最 短 性 ， vw 不 在 VR 中 . Wbvnancovyuic-2zjichdE 
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C 上 但 vj 不 在 Qr. 由 Er 的 定义 ， (v1. vj) € Er. 从 而 ， 
v; € Vc. 与 已 的 最 短 性 矛盾 ， 然而， HPC 无 公共 节点 ， 
必 有 VenVg £9. 又 与 C RA 3- 曲线 性 矛盾 . 


定理 4.2.3 (第 三 Jordan M) 4 G=(V,E) 是 一 个 
H. D=(G F) 为 它 的 一 个 可 定向 的 准 基 形 . 则 ，G 具有 3- 
曲线 性 当 忆 仅 当 G 是 可 平面 的 . 

证 ”由 定理 4.2.2 和 引 理 4.2.2, 充分 性 显然 . 下 面 往 证 必要 
性 . 用 反 证 法 .假设 G 不 是 可 平面 的 .由 引 理 3.2.6, Ima, CKeró; = 
C, Bl G 的 循环 空间 . 由 定理 3.2.5, Ima, CKer&. 从 而 , 存在 一 个 
E] C € C\Im & 不 具有 2- 曲线 性 . 而 且 , 还 有 Ve A 0 81 Vg 7 0. 
因为 车 不 然 ， 可 设 Ve = 0. 4 D-(flee Eee f) CF. Bi 
F Vve =6, fF seDWReaAchuAC 的 弦 . 则 ， 必 有 


C= »» dof. 
fen 
这 就 与 C dlma FA- 从 而 ， 由 引 理 4.2.2 可 知 C 不 具有 3- Hii 
线性 ， 又 与 前 提 条 件 矛 盾 ， 4 
84.3 ”唯一 性 


d E = E(G; F) X G = (V, E) k — AFERA. FED 
存在 一 个 面具 有 如 下 形式 : 


f= Aa? P Bc* d? (4.8.1) 


使 得 x V) 可 分 划 为 两 个 部 分 TD > 和 UD, PF 
且 


Dı = (BE, f(D,..., f (0); 
{ 1= (PP Be’, fj f) (455) 


Y, = (d^ Aa*, (P... , f?) 
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为 两 个 多 面 形 {当然 ， 平 面 的 ), WERE E 平面 地 1- 可 分 离 的 . 
明显 地 ， 若 X 是 平面 地 1- 可 分 离 的 ， 则 G 是 可 分 离 的 ， 因 为 
XH, G-GiG4H]lG-—-G1iUuG H GinGo- (v, ve V, & 
中 Gi, 和 Ga 分 别 为 多 面 形 21 YS 的 基准 图 ， 


定理 4.31 令 G 为 一 个 可 分 离 的 平面 图 B. G= 
GG; 其 中 Gi 和 Ga 均 为 不 可 分 离 的 且 均 至 少 有 两 条 这 . 
XQ 和 X. HHA G1 和 Gz AFERKA W, G EDA 
2(pu(Gi)pu{G2z)) 个 不 同 构 的 平面 媒 入 使 得 它们 均 可 平面 地 二 
分 离 为 Ly 和 E 其 中 ， (0i) 和 pG) 分 别 为 公共 节点 
在 Gi 和 Gz 中 的 次 . 
证 设 豆 (Gil) = {aloz ao 和 E.(G3) = {b1,b2,---, 
boz}, P1 = pv(G1),p2 = pu(G2). 令 
E = {Aia aitili = 1,2, 01,0541 ar}; 
Ag = (Bjb; bi ili = 1,2, +--+, P2, bpa41 = b1} 


SHAN AT BÓ o 关联 的 面 的 集合 ， 则 ， 我 们 可 以 按 如 
下 方式 由 Zi; 和 2z 得 到 G 的 nos OPERA: 对 于 1 和 <i< 
mlsjt&p. 
E = (Aja; ! 5B; 3b; 18:1, Yi (i), E2()); 
E; = (Aia; !bj41Bjb; aiti, Yx(i), Eo ()). 
其 中 ， Xili) PR EQQ) 分别 为 除 Aia ain, 外 YQ 的 所 有 面 和 除 
Bjb; bjs 外 X. 的 所 有 的 面 . 由 于 在 2 中 有 一 个 商 是 与 关 
联 的 并 且 是 由 X. 的 在 A 中 ， 或 者 在 


(43.3) 


E =i -1( 
A; = {a;n aA] fi = 1,2,: 1,913080, 41 = ai} 


中 的 一 面 同 X 的 在 A 中 的 一 个 面 合成 的 . 容易 由 多 面 形 同 构 
的 定义 看 出 ， 克 的 这 2pipz 个 嵌入 为 所 有 可 能 的 以 这 种 方式 由 
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Y; fü Y» 形成 的 嵌入 . 至 此 , 只 要 证 明 对 于 任何 (ij) # (2,32). 
总 有 Lenny Z Eana) MET. BRE, Le) 与 Das.) 除 
一 个 面 外 所 有 的 面 均 相 同 ， 然 ， 由 于 Gi 和 G2 的 不 可 分 离 性 
及 至 少 有 二 条 边 可 知 Eg 5.) 和 Deeg i) 这 一 个 例外 面 foy 和 
fas) 间 非 初等 等 价 ， 即 


E ee S :Tl 
fü = Aia; bj Bj b; Qil+1 


et fij Ain), bin 41 Biad Gig 41- 
从 而 ， 定 理 得 证 . b 


车 在 一 个 平面 的 多 面 形 © =G; F),G = (V. E), 中 有 二 个 


面 fi, fe € F, 
| fi At Bych dX 


f2 = Azad? WP Back? d? 

使 得 Xfi, fe) = XA, fa} 可 以 划分 为 二 个 部 分 E(f, fe) fü 
Elfi fa) H 

{ Ey = (Aag P Bachd)", Di (ft, fo) 


(4.3.4) 
34 = (Asag? t Bic d? Dalfi, f2)) 


BB > ROS UMS CAR, FER), 则 称 X 为 2 可 分 
离 的 . 面 对 (fh, fo} ios E d SBA. 而 且 ， 根 据 815 中 多 面 
EREL EE 的 对 侦 多 面 形 x* 中 也 有 二 个 面 f7,f e F, 
pa = Ajay ^ Bie ^d 
fi = Aja, "V Bic; ^d. 
它们 在 x 中 的 相应 节点 为 vi 和 vs. 因为 二 的 基准 图 G 去 掉 v, 
和 vz 后 变 为 不 连通 的 ， 也 称 G 是 2- 可 分 议 的 . 节点 对 (ova) 
也 称 为 图 G 的 2-34. 自然 , 一 个 可 分 离 的 图 也 可 称 为 1- 可 分 
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离 的 . 若 一 个 图 没有 分 离 对 ， 则 称 它 为 4 连通 的 . 3- 连通 图 的 
平面 多 面 形 被 称 为 c- 网 . 


定理 4.3.2 一 个 不 可 分 离 的 平面 图 G 是 3- 连通 的 ， 当 
且 仅 当 它 的 平面 对 偶 是 3- 连通 的 . 

证 ”由 推论 3.2.2 和 上 面 刚 讨论 的 可 知 ， 一 个 不 可 分 离 平 
面 图 是 2- 可 分 离 的 当 且 仅 当 它 的 平面 对 偶 是 2- 可 分 离 的 . 从 
而 ， 由 3- 连通 性 的 定义 即 得 定理 . t 


容易 看 出 ， 若 一 个 平面 图 是 2- 可 分 离 的 ， 则 它 可 以 有 二 
个 不 同 构 的 平面 嵌入 ， 事 实 上 ， 由 {4.3.4) 可 得 


E = UL fS EU fa))- (4.3.5) 


BR, fl = Bic By thy ^U Hl ff = Aaa 1 Ap did». 
At ZB OMS HUG 为 基准 图 和 均 为 平面 的 . 但 ,它们 
是 不 同 构 的 . 车 G 的 所 有 的 平面 嵌入 皆 同 构 ， 则 ， 称 G AME 
一 的 平面 个 入 ， 或 简称 为 具有 唯一 性 . 


定理 43.3 一 个 不 可 分 离 平面 图 G, 其 节点 的 次 和 围 的 
长 度 均 不 小 于 3, AAE- ELERS GES 连通 的 . 


证 ”由 上 所 述 任何 2- 可 分 离 平面 图 在 所 要 求 的 条 件 下 具 
有 至 少 二 个 不 同 构 的 平面 幅 入 ， 定 理 的 必要 性 显然 . 

RZ, & G 在 定理 条 件 下 是 3- 连通 的 但 G 有 至 少 二 个 不 
[ESPERE BEA X. = L(G Fi) 和 Le = 2(G; Fa), 则 ， 必 存 
在 Y, 上 的 一 个 面 f c Fi RE 8, fi 不 是 D2 中 的 任何 一 个 面 
的 边界 ， 由 于 G 不 可 分 离 的， Bf 本 身 就 只 能 是 一 个 圈 C. 
由 $4.2 中 的 Jordan 4538, F 中 的 面 被 划分 为 两 个 部 分 FOU 
和 FP 使 得 G4 和 Gz 分 别 为 多 面 形 x (G,; FÉ + (0)) 和 
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DY (G2; FY? +10) 的 基准 图 且 
G: U G2 = G; G4 N Gz = C. (4.3.6) 


A C=bfh EL E. B, Gi 和 Gs E hA 这 就 总 
昧 在 Y, PRAT fox fi 使 得 CF F1 形成 一 个 分 离 对 . 
从 而 ， 由 平面 性 ，G 是 2 WORN. 与 G 3 连通 性 矛盾 . 
充分 性 得 证 . 4 


对 于 可 平面 图 G = (V, E), $ E= (G; F) ECH- 
RA. 4G 有 一 个 分 离 对 {u,r},u,0 € V, 则 三 有 一 个 分 离 对 
fu fal fs fo € F, 5 (uv) AY. 如 (4.3.4) 所 示 的 变换 成 为 
Dy = E(Gi; Ri) 和 X4 = Z(Gz; Fo) 的 运算 称 为 FOG A Gi 和 
G3. 而 Gi 和 Gs 则 被 称 为 G 的 Fk. Bo. AG 的 一 个 臂 块 而 
HEG: 中 不 再 有 分 离 对 , WRG, 为 RAH. HERB. 若 {u,v} 
为 G 的 一 个 分 离 对 且 (u,v) € E, Jl e 本 身 就 是 G 的 一 个 臂 块 而 
且 还 是 基本 壁 块 . 容易 看 出 ， 如 果 政 缩 所 有 那些 两 端 局 于 不 同 
分 离 对 而 且 本 身 又 不 是 劈 块 的 边 , 则 所 有 的 图 (可 能 出 现 重 边 ) 
的 基本 劈 块 是 唯一 确定 的 ,我 们 记 这 样 由 G 得 到 的 图 为 G, 并 
称 它 为 G 的 基本 核 .也 易 证 明 , 任何 不 可 分 离 的 可 平面 图 具有 
唯一 的 基本 核 并 且 其 基本 劈 块 的 数目 与 它 的 基本 核 的 基本 臂 
RRA AA. 图 G 的 非 单 边 组 成 的 基本 臂 块 的 数目 用 asi(G) 
表示 ， 一 个 璧 对 (uv), AG = G1U Gi, €10G3 = {u,v}, 但 
(u,v) BIJE G1 的 也 非 Ga 的 分 离 对 ， 则 称 它 为 简单 的 . 若 G 的 
所 有 的 分 离 对 缘 简 单 的 ， 则 称 G 为 简单 2 可 分 离 的 . 

车 将 G 中 的 所 有 基本 命 块 作为 节点 ， 两 个 节点 相 邻 当 且 
仅 当 它们 相应 的 基本 壁 块 在 G 中 有 公共 的 分 离 对 ， 则 ， 这 样 
得 到 的 图 被 称 为 C 的 FRB, 用 BUG) 表示 ,可 以 证 明 , 若 G 
是 简单 2- 可 分 离 的 ， 则 BIG) 是 一 个 森 . 
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定理 4.3.4 一 个 不 可 分 离 的 可 平面 图 G, 简单 2- 可 分 
离 且 所 有 的 节点 的 次 和 所 有 的 图 长 灌 不 小 于 3, 具有 2080O-71 
ALR fe] AY EK A. 
证 ”对 于 api(G) 用 归纳 法 . 车 G 没有 分 离 对 ， 即 G 是 
3- 连通 的 ， 则 ， aat(G) = 1. 由 定理 4.3.3 可 知 定理 为 真 . 一 
般 地 ， 由 于 BUG) 是 一 个 森 ，G 有 一 个 基本 臂 块 G1 只 关联 
一 个 分 离 对 ， 即 它 相 应 BUG) 中 的 一 个 显 节点 ， 或 孤立 点 . WE 
G = G1 UG? H GN Ga = (uv). 由 归纳 假设 ，G2 有 260007? 
个 不 同 构 的 平面 嵌入 . 理由 是 o (G2) = omiG) - 1. 由 于 对 G2 
的 每 一 个 懂 入 ， 通 过 添 Ci 到 其 上 两 个 对 于 与 Ga WARSI 
互 为 反射 的 位 置 可 得 G 的 二 个 不 同 构 的 平面 府 入 . Kit, G 
有 2.229216)? = 3o2(071 个 不 同 构 的 平面 能 入 ， 即 得 定理 . 
h 


当然 , 若 G 不 是 简单 2- 可 分 离 的 , 则 由 于 一 个 关联 s; 个 基 
本 臂 块 的 辟 对 (ui wj 可 产生 (si 一 1)! ARAA RA. 
由 此 定理 可 知 G 的 不 同 构 的 平面 戏 入 的 总 数 应 为 


9em(G)-1 [s 1t. 


i»1 


其 中 ， u ARR si TEAR RHR. 


§4.4 DR 


令 卫 = Z(G; F) 是 一 个 平面 多 面 形 ， 其 基准 图 G = (VE). 
F 为 面 的 集合 ， 我 们 这 里 所 关心 的 问题 是 如 何 将 X 在 平面 上 
表示 . 或 者 说 将 X 划 在 平面 上 使 得 三 的 节点 用 平面 上 的 点 表 
m, 边 用 一 个 曲线 或 直线 段 表示 并 且 没 有 任何 两 个 线段 在 某 个 
内 点 处 交叉 ， 或 者 说 共 点 . 特别 地 ， 我 们 要 考虑 每 一 线段 为 直 
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线段 的 情形 . 这 时 ， 称 之 为 G 的 BRKA. 因为 我 们 只 讨论 
G 无 环 目 无 重 边 ， 它 的 任何 平面 多 面 形 (AERE) BIC 1- 
次 的 也 无 2- 次 的 面 . 当然 ， 这 些 对 于 我 们 关心 的 问题 确 非 本 
质 . 即 允 许 我 们 只 讨论 所 有 的 面 的 次 尼 不 小 于 3 的 情形 . 若 一 
个 直线 插入 的 所 有 节点 均 在 平面 的 整 点 ， 或 者 说 方 格 点 ( 即 它 
的 两 个 坐标 均 为 整数 } 上 ， 则 称 之 为 一 个 OHARA. 


引 理 4.4.1 ”如 果 一 个 图 有 一 个 方 烙 点 嵌入 ， 则 它 必 有 
这 样 的 一 个 方 格 点 敬 入 使 得 每 一 个 面 和 每 一 条 边 均 有 一 个 内 
BOE. WONG A. 


w 设 G 有 一 个 方 格 点 嵌入 Gt). 着 其 上 有 一 个 面 f( 或 
者 一 条 边 e) 无 内 点 为 方 格 点 ， 令 dj (X de) 为 FOL e) 边界 上 
二 节点 之 间 的 最 短 焉 离 (RKE). 则 ， 将 欧 氏 平面 上 的 格 进 行 
细 分 使 得 相 邻 的 二 个 方 格 点 之 闻 之 距离 小 于 dy/2( 或 de/2), BI 
可 得 嵌入 G(Z) 具有 引 理 所 要 求 的 性 质 - 4 


引 理 4.4.2 ”任何 可 平面 园 G 均 有 一 个 方 格 点 嵌入 ， 


证 ”因为 任何 一 个 多 面 形 的 基准 图 均 为 同 阶 三 角 痢 分 的 
基准 图 的 子 图 ,我 们 可 以 只 讨论 三 角 谢 分 . 对 于 G 的 阶 用 归纳 
法 . 当 G 较 小 时 , 不 管 怎样 选择 无 限 面 均 易 验证 . 一 般 地 , Rv 
是 一 个 次 不 超过 5 的 节点 (推论 4.1.1). 只 需 讨 论 : p(v) = 3,4, 
或 5 三 种 情形 ， 因 为 无 限 面 可 选任 一 面 ， 总 可 约定 v 在 无 限 面 
的 边界 上 . 

当 pv) = 3 时 . 令 G' = G-v. AF oO DS 
之 基准 图 ， 从 妇 纳 假设 可 知 G' 有 一 个 方 格 点 嵌入 EG", F(x) 
使 三 个 与 v 相 邻 的 节点 wwz 和 vs 全 在 无 限 面 边界 鞋 ， 其 中 
F(v) 为 由 所 有 不 与 v 关联 的 面 和 一 个 新 面 组 成 ， 这 个 新 面 为 
Z(G 一 v,F(v) 的 无 限 面 . 自然 ，t, vz 和 os 在 它 的 边界 上 . 
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设 v1 02, vaus 和 viva 中 最 长 的 为 vow 且 在 水 平 直线 上 .由 于 
vavs 的 长 度 大 于 1 必 有 一 个 内 点 为 方 格 点 p. 这 样 ， 总 可 以 取 
v HA pito 的 射线 上 的 一 个 方 客 点 (车 不 存在 ， 可 通过 细 
分 使 得 其 上 出 现 方 格 点 或 者 取 一 个 方 格 点 与 它 充 分 接近 ). 在 
X(G',F(v)) 的 无 限 面 内 连 直线 段 voi,i = 1,2,3, PARA 
入 XG, F). 

当 p(v) = 4 时. 令 v; = 1,2,3,4, 为 与 v 相 邻 的 节点 .由 于 
= AAT, DAE vivovsvavivi 在 G 一 v P. 这 时 ， 令 G 为 
在 G— v 中 连 边 (01,03) 所 得 之 图 ， 由 归纳 假设 ，G' 有 一 个 方 
格 点 嵌入 L(G’, F(v)). 它 的 无 限 面 边界 为 uuv. 设 直 线 vivo 
与 线段 uv 有 一 个 公共 点 p 并 且 为 方便 ， 不 妨 设 ww 为 水 平 
AY. 由 引 理 4.4.1, 令 9 为 ?和 了 内 之 间 的 一 个 方 格 点 . 这 样 ， 我 
们 总 可 以 取 沿 线 qui. 从 vi 开始 的 射线 上 或 充分 接近 此 射线 的 
一 个 方 格 点 为 v 使 得 在 E(G',F(v)) 上 去 掉 边 vivs 然后 再 连接 
线段 vv i = 1 2,3,4 为 如 的 一 个 方 格 点 嵌入 . 

当 pve) =5 时 . 与 p(v) = 4 的 情形 相仿 地 也 可 导出 G 的 
一 个 方 格 点 嵌入 . 上 


对 于 G 的 一 个 平面 嵌入 G), 若 有 G 的 一 个 方 格 点 嵌入 
”与 G(Z) 同 构 并 且 它 们 的 无 限 面 限定 相对 应 ， 则 称 G(2) 为 方 
格 点 共存 的 . 


定理 4.4.1 ”任何 一 个 图 的 平面 嵌入 均 为 方 格 点 共存 的 . 


证 同样 地 人 允许 我 们 只 讨论 三 角 剖 分 的 和 情形， 对 图 G 的 
阶 用 归纳 法 . 当 阶 小 时 ， 易 验证 .一 般 地 ， 由 推论 411, 只 需 
考虑 存在 一 节点 v, e(v) —3,4 或 5, 三 种 情况 ， 


情形 1 00-3 £vikG(X) 的 无 限 的 边界 上 ， 由 引 
H 4.4.2 可 知 定理 为 真 ， GM, vA GO) 的 在 无 限 面 边界 内 


88 第 四 章 ”可 平面 图 


部 区 域 的 一 个 节点 . 记 Vs = {v 22,23}, 则 三 角形 面 vivos 在 
G=G-vMARARAH AR, BGR. RARE, 
G' AAR A FETE. R, RED nvo 的 内 部 取 一 点 作 
H v 然后 连 线段 vvi = 1,2,3, 求 得 G BB — ERE ARAB 
持 无 限 面 相应 . 


情形 2 pwa 与 情形 1 相仿 地 ， 只 不 过 这 时 的 
G! 为 在 G —v ERASE v 和 vs vz 和 va) 的 边 ， 其 中 


V, = (v1,v2, 93, v4]. 


情形 3 fv) = 5. 由 引 理 442 也 只 需 讨论 wv 在 GD) 
的 无 限 面 边界 内 部 区 域 . SV, = {oili= 1,2,---,5}. ECH 
在 GE) 中 去 挤 节 点 v 和 与 它 关 联 的 边 ， 然 后 添上 和 代表 二 边 
(vi, v3) FH (v1, va) 的 线段 vivs Al vo, BBA. 由 妇 纳 法 
BRR, C 有 一 个 方 格 点 嵌入 且 保 持 无 限 面相 应 ， 5 | 441 
总 可 令 在 这 个 嵌入 中 存在 一 个 充分 接近 vi 的 方 格 点 p 在 三 角 
形 vivsva 的 内 部 使 得 直线 段 pu, i= 1,2,…,5 均 落 在 五 边 形 
01020304501 的 内 部 .由 此 ， 只 要 取 v = p, 并 将 G' RA 
中 的 边 wus M uu 去 掉 ， 然 后 添上 线段 vwi,i - 1,…,5, 即 得 
G Bg — T Jr 8 SERA 55: GD) 同 构 且 保持 无 限 面 对 应 . 1 


一 个 多 边 形 , 如 果 与 它 共 面 的 任何 一 条 直线 同 其 内 部 的 公 
共 部 分 均 不 会 有 二 个 或 更 多 的 连通 片 而 且 至 少 其 中 有 一 个 为 
有 限 的 线段 ， 则 称 它 对 内 为 西 的 . 由 这 个 定义 可 知 ， 一 个 多 边 
形 是 凸 的 当 且 仅 当 在 平面 上 的 补 ， 即 对 外 是 西 的 . 一 个 图 的 平 
KA (如 果 存 在 ), 如 果 所 有 它 的 面 全 是 凸 多 边 形 ， 则 称 它 为 
GRA. 若 一 个 凸 圣 入 的 所 有 节点 均 为 平面 上 的 方 格 点 ， 则 称 
CA FB DEL 对 于 一 个 平面 嵌入 的 一 个 面 , IUS G 的 
一 个 方 格 点 凸 伐 入 与 这 个 平面 典 入 同 构 且 使 此 面 为 无 限 面 , 则 
此 面 被 称 为 方 格 点 凸 可 扩张 的 . 一 个 方 格 点 凸 嵌 入 的 一 个 有 限 
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面 f, 若 存在 (MAAR fo 24 f adj fo EJ) 的 内 部 区 域 中 的 
方 格 点 了 使 得 每 一 条 从 p 穿 过 了 边界 上 的 射线 与 了 的 相 邻 面 
(BR fo 外 ) 的 内 部 区 域 无 公共 点 ， 则 称 f 具有 强 凸 性 . 从 几何 
上 说 ， 我 们 总 能 使 一 个 方 格 点 凸 蔡 入 有 一 个 面具 有 强 凸 性 . 


引 理 4.4.3 图 G 的 平面 嵌入 的 一 个 西 FANE RI 
扩张 的 当 且 仅 当 不 在 了 边界 上 的 任何 一 个 节点 都 有 三 条 由 了? 
到 了 过 办 上 三 个 不 同 节点 的 路 使 得 其 中 任何 二 条 路 除 "外 无 
其 它 公 共 节 点 . 


证 ”对 G 的 阶 用 归纳 法 证 明 充分 性 . 由 于 G 的 戏 入 中 的 
节点 和 面 的 次 均 不 小 于 3, 最 小 阶 的 图 为 Ka 它 的 平面 媒 入 为 
ENM. HFE, ARIER. 一 般 地 ， 由 推论 4.1.1, 只 
需 讨论 三 种 情形 . 而且， 我们 可 以 不 失 一 般 性 地 假定 f 为 无 限 
面 . 


情形 1 fuüEveVpo(v-3 BV = {m, 02,03}. 令 


G' = G— v  ((v1,v2), (v1, v3), (va, v3)} 
= (V — v, E(G — v) U ((v1,v3), (vi, v3), (v2, vs)})- 


MR ve hf RH, v5 bj KR), > vo g ef. 容易 验证 ， 
G' XT f C4 og Of A), MR (4 ve asf 时 ), 其 中 


aaf’ = O2f = liv, vi), (v, v3)) T {(v1, v2), (vq, va}, 


DREIE TRF BHARR C 有 一 个 方 格 点 凸 谋 入 
Gh). Sve Of 时 ， 设 "是 一 个 方 格 点 ( 引 理 441) HE 
直线 vvs UREE Oo. 上 的 前 后 相继 二 边 所 在 的 直线 形成 的 
三 角形 中 . 否则 ， 即 v 4 Bf. ov 为 三 角形 面 masys HAR 
区 域 中 之 一 方 格 点 ( 同样 地 ， 由 引 理 4.4.1). 在 GD) 上 连 线段 
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(u,v). (v, va) 和 (v, va) 即 可 得 G 的 一 个 方 格 点 耳 嵌 入 并 保持 天 
AGB 


情形 2 Wv6V.o(v) — 4. 由 情形 1, 这 时 G 的 节点 的 次 
均 不 小 于 4. BV, = {vv v3, v} 同样 地 ， iG'-G-v- 
{(v1, v2), (v2, v3), (v3, va), (v1, v4)}. 由 于 G 对 于 fv gf, B 
多 适当 地 添加 一 边 (v1, 04) 或 (v2, Va)), 或 者 SE ve ef) fe 
得 BF = Daj c ex rea t es (在 向 量 之 运算 下 或 者 是 集合 的 对 
BA) 仍 满 足 引 理 的 条 件 ， 其 中 ， er = (v, 01), ez = (v, v) € E, 
和 es = (11,%) € of. 由 归纳 假设 ，G' 有 一 个 方 格 点 凸 谋 入 . 
从 而 ， 考 虑 到 可 使 四 边 形 面 viv2vsvs( 当 v € 04f HT) 或 那个 与 
(v2,v3) 关联 的 有 限 面 (否则 ， 即 当 ve &f 时 ) RATE. H 
与 情形 1 相仿 地 方法 总 能 得 到 G 的 一 个 方 格 点 凸 嵌 人 县 保 持 
J 为 无 限 面 - 


情形 3 ”存在 we Viole) = 5.。 由 上 二 情形 可 知 ， 这 时 
G 的 所 有 节点 之 次 均 不 小 于 S. 同样 地 ， 可 通过 c = G -vy 
{(vi, viti)| = 1,2,---,5, v = vi) 至 多 适当 地 添加 一 或 二 条 
边 而 得 到 所 要 求 的 G 的 方 格 点 西 嵌入 ， 其中， V = {vi| i = 
1,…,5} fk v 处 旋 的 次 序 . 

反之 ， 由 图 4.4.1(a) 所 示 的 典型 结构 ， 必 要 性 是 显然 的 . 
在 那里 A M fo 不 满足 引 理 条 件 均 不 可 能 作为 G 的 西府 入 的 
无 限 面 h 


车 G 的 一 个 平面 峰 入 的 任何 一 个 面 丝 方 格 点 凸 可 扩张 的 ， 
RC RA BRA 全 方 格 点 西 可 扩张 的 . 图 4.4.1 (b) 显示 了 图 
G 的 一 个 平面 嵌入 它 对 于 面 A A fa 是 凸 可 扩张 的 但 它 本 身 
不 是 全 凸 可 扩张 的 ， 如 果 一 个 图 G 有 一 个 平面 嵌入 是 全 方 格 
点 凸 可 扩张 的 ， 则 称 G 本 身 为 全 方 烙 点 凸 的 . 
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定理 4.4.2 -APFRREGESFRAOGHS AK 
G 没有 节点 的 分 离 对 ， 


证 ”因为 G 的 任何 平面 幅 入 的 所 有 节点 和 面 的 次 均 不 小 
于 3, 由 引 理 4.4.3 必要 性 是 显然 的 - 

对 于 充分 性 ,由 定理 4.3.3, 只 讨论 GH —PFRRAM ES 
了 .因为 G 疫 有 节点 的 分 离 对 .对 于 任 一 面 f, 任何 一 个 不 与 
f 关联 的 节点 v 均 有 三 条 到 f 边界 上 三 个 不 同 节点 的 两 两 除 
v 外 无 公共 节点 的 路 (否则 ， 必 会 出 现 如 图 4.4.1 (a) 所 示 的 结 
Tj. 故 ， 由 引 理 4.3.3 可 知 ， 了 为 方 格 点 凸 可 扩张 的 .由 选择 
了 任意 性 ， 即 得 G EED ss. h 


图 4.4.1 
在 这 里 , 所 有 定理 的 证 明 全 是 存在 性 的 而 未 触 到 算法 的 设 
ib 关于 它们 的 算法 ， 可 以 借助 确 向 树 的 方法 于 以 实现 . 
§4.5 ig 


4.5.1 对 于 平面 , 多 面 形 的 Euler 公式 在 构造 各 种 类 型 具 
有 某 种 对 称 性 的 多 面 形 中 [Cox1] 和 在 平面 的 各 种 砌 合 中 [Gr81] 
是 一 种 很 有 效力 的 工具 ， 然而， 对 于 一 般 曲 面 ， 这 种 问题 似乎 
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是 从 80 年 代 初 才 开 始 引 起 注意 [Liu20-21]. 


4.5.2 E 1979 年 以 来 就 开始 了 对 于 Jordan 曲线 定理 的 
一 些 组 合 形式 的 研究 [Tut19,VL1]. 在 [Tut19] 中 还 提供 了 一 种 
一 般 组 合 地 图 的 理论 . 


4.5.3 ”一 个 平面 图 的 直线 表示 是 由 FaryfFal] 首先 提出 
并 解决 的 . 当然， 这 里 的 定理 4.4.1 为 Fary 结果 的 某 种 强化 形 
式 . 其 算法 方面 , 最 近 才 由 Fraysseix, Pach 和 Pollak 讨论 [FPP1]. 


4.5.4 “可 平面 图 的 凸 表示 是 由 Tutte 首先 提出 并 解决 的 
[Tutt15]. 接着 ， Tutte [Tuts] 还 给 出 了 求 一 个 图 的 凸 谋 入 的 实 
现 方法 . 他 用 一 组 线性 方程 的 解 疗 时 确定 出 凸 嵌入 的 节点 在 平 
面 上 的 坐标 ， 并 称 这 种 嵌入 为 重心 的 . 虽然 他 没有 提 到 如 定理 
44.2 中 的 方 格 点 情形 ， 依 这 里 的 引 理 4.4.1 或 者 通过 细 分 将 有 
理 坐标 转变 为 整 坐标 ， 其 节点 总 可 以 安排 到 方 格 点 上 ,一些 最 
优化 问题 将 在 第 十 三 章 中 讨论 . 

4.5.5 ”事实 上 ， 我 们 可 以 在 节点 处 引进 正 权 ， 在 无 限 面 
边界 给 定 为 三 多 边 形 之 条 件 之 下 求 一 个 屿 幅 入 使 得 在 考虑 到 
权 的 方式 下 边 长 总 和 为 最 小 .详细 情形 也 将 在 第 十 三 章 中 讨 
i. 


§5.1 RA 


图 G = (V, E) 在 平面 上 ， 或 等 价 地 在 球面 Po 上 的 一 个 浸 
^, 也 记 u(G@), 就 作为 一 个 映 象 4: G Po 使 得 n(v), v e V, d 
一 个 点 和 ule) 是 一 个 连 u(u) 和 pv) 的 Jordan PHAR BE, 即 它 拓 
扑 等 价 一 个 直线 段 ，e = (uv) e E, 并 上 且 具 有 如 下 人 性质: 


Im.1 by :VV 一 也 是 一 个 单 射 ; 
Im.2 Ve: (u,w) € E, ov c V(v y u, v £ w), uiv) € ple). 


从 几何 的 角度 看 ， 可 以 只 讨论 简单 交叉 且 对 任何 a b € E, 
ula) 与 wl) 只 在 有 限 个 点 处 交叉 所谓 简单 交叉 , 是 指 Ma) 
和 u(5) 的 这 样 的 一 个 公共 点 使 沿 kaj( 或 uo) 过 此 点 时 对 任 
意 的 一 个 小 邻 域 两 侧 均 含有 KO 或 ela) 上 的 点 ， 对 于 任何 
Tia, pe Ba BY BARB, IH a adj 2, 定义 


© | as Hula) (8) = 1(mod 2); 
L(a,8) = (5.1.1) 
0, si. 
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FFREAM PRA n, X1 o I BR RLAR. 

对 于 a,b € E, o adj b, 可 以 看 出 g(a) 和 p(d) 之 间 的 交叉 是 
非 本 质 的 ， 即 总 可 以 移 走 ， 这 就 允许 我 们 只 研究 pla) 和 (8) 
之 间 的 交叉 . 其 中 aadj 8 aß eB. 令 


D = {(a,A)|¥a, 8 € E,a adj 8); 


N = ((a,b)|Va,b € E,a adj b). 


对 于 两 个 浸入 m 和 p2, 定义 
H2 “im B2 < V(o, B) € D, 
(5.1.2) 
Iu (a, 8) = La (o1, B). 


当然 ， 由 $1.2 中 的 01,02 和 03 可 以 检验 ， s MARAR 
入 的 集合 上 的 一 个 等 价 . 以 后 ， 我 们 总 是 不 加 区 别 于 浸入 和 它 
所 在 的 us 之 下 的 等 价 类 . 


定理 5.1.1 一 个 连通 图 G 的 一 个 浸入 确定 一 个 平面 内 
SARS l 
V(o,8) € D, — L(a,B) — 0. (5.1.3) - 


. WES 由 于 G 的 任何 一 个 平面 嵌入 ， 或 者 说 一 个 映 象 fi 
得 Im. 1-2 满足 ， 必 要 性 是 显然 的 . 

反之 ， 对 于 任何 一 个 浸入 uG) 满足 (5.1.3), 由 $42 中 所 
述 之 Jordan 定理 对 任何 o, 8 € E, a adj 8, 均 可 使 Ka) 和 MD) 
无 任何 公共 点 ， 当 然 更 不 会 交叉 .因为 这 时 KG) 对 于 平面 的 
补 的 连通 片 确定 了 一 个 平面 多 面 形 的 面 ， 它 的 基准 图 为 G. 从 
而 ， KG) G 的 一 个 平面 嵌入 . t 


令 了 为 @ 的 所 有 浸入 形成 的 集合 . 为 了 弄 清 一 个 图 的 浸入 
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与 借入 的 关系 ， 也 许 会 想到 将 G 处 理 为 一 个 系统 N = I(G) = 
(lo, 8]. [v,a], fu, v]lVu,v € V, Vo, B,a € E). 其 中 [o8] = [8a], 
[v.a] = [a v] fH [u,v] = [v, u] 4*3 PR 2g 2-86, 02, 1-86.z, 和 OK 
iz. 并 且 引 进 二 元 域 GF(2) 上 的 空间 £ = (a, IVa, 8) € D), 
£4 = ([v.e]lVvv € V, ve € Ew ind e), 和 Lo = (ju o] Yu v € V, 
u adj v. 分 别称 LoL) 和 Lo 为 2- 空 间 , 1- 空 间 和 0- 空间. 它们 
中 的 向 量 分 别称 为 2- 向 量 , 1-6 € 和 0-6 €. 对 于 G 的 一 个 浸 
Auc2,4 
Y= = M. Lla, Ale, ð. (5.1.4) 

(e B)e' 

R, y 是 £2 中 的 一 个 向 量 . 与 第 三 章 相仿 地 ， 我 们 还 可 以 
引进 边缘 映 象 8 : Ci 一 £5i_1,i = 2,10, 并 规定 Z_i = 0, 使 得 它 
为 由 在 空间 的 基 上 按 如 下 方式 所 定义 的 延 拓 到 整个 空间 ， 即 


8x([o, 8]) = [u(o), 8] + [v(a), 8] 


+æ, u(A)] + (a, »(8)]; 
(5.1.5) 


& ([v, 8]) = v, u(8)] + fv, v()]; 
(fu, v]) = 0. 
其 中 w(e),v(e) 表示 e € 的 两 个 端点 ，e =a, Be 8. AHAH, 


上 边缘 映 象 bi: Lı 一 Caii = 0,1,2, BME £3 — 0 为 由 如 下 
在 基 上 的 定义 的 到 整个 空间 上 的 延 拓 ， 即 ， 


&(fu vj) = > [e v Y fue); 


e€ E, e& E, 


&([v.a]) = $ le, al: (5.1.6) 


ec E, 


62{la, 8]) = 0. 
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而 且 ， 为 了 便于 处 理 我 们 还 要 先 规定 如 下 的 关系 : 

Ya,b € È, [a,b] — 0, # (a,b) ¢ D: 

Vee Vae E, [v,a] — 0, f vind a; (5.1.7) 


Yu,v € V, [u v] = 0,  u adj vB u = v. 
进而 ， 4 有 一 {(a, b)|Va, b € E). MRE X 
> Ala blae = E [a $7 Ala, pe] 


{a BER acE BeE 


EN P» Alo, 8)a, 3), (5.1.8) 


BEE acE 


则 注意 到 第 三 章 中 空间 90,91 和 Go 间 的 边缘 映 象 和 上 边缘 映 
象 ， 我 们 就 有 Vu, v € V, c, 8,a € E, 


&x([o, 8]) = [212,8] + fæ, 018]; 
ô ([v, a]) = [v, Aa]; (5.1.9) 
olu, v]) = 0, 

和 Vu,v €V,a,9,a€ E, 
éo([u, v]) = bau, v] + [u, dou]; 
61 ({v, a]) = [6ov, a]; (5.1.10) 
bolla, 8]) = 0. 


同样 也 可 以 看 出 8; € Hom (£4£; a) Fil 6; € Hom (Li, £i), 
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i = 0,1,2. 换言之 ， 我 们 有 形式 
Loll, GF(2)) 5 e, (n, GF(2)) 55 £m, GF(2)) 0 


l 1 H 
o * L, GF(2)) # can Gr) 2 ca GF(2)) 


为 可 交换 的 . 

至 此 ,我 们 再 回 到 图 的 淄 入 ， 由 于 Ker dz = Lo, 自然 Le 本 
SME ON B 2-L RE. 因为 任何 -个 漫 入 肖 2- 向 量 , 在 
G 中 的 任 一 浸入 告 2- 上 循环 . 这 里 , 我 们 也 称 Ca 的 子 空间 Im 
1 为 二 的 2- 上 边缘 空间 . 


EH 5.1.2 E G 是 可 平面 的 ， 则 对 任何 0# [ev] EL, 
a€ EvEV, 在 全 上 有 一 个 混入 4 使 得 如 ,= 5a v) 

证 ”由 于 G 是 可 平面 的 ，G 有 一 个 浸入 u 是 平面 嵌入 
特别 是 具有 条 件 : V(o,8) € €, Ila, 8) = 0. 我 们 往 证 : 对 于 
任何 (a, v], 存在 一 个 浸入 m 使 得 V, = (oap. 事实 上， 在 
Boy SREP ee, d G 的 连通 性 存在 一 个 面 的 序 
Bl fi, fa, ^. f. (EH fi ind v HI f, ind a, s > OFFA fi A fia 
的 边界 上 至 少 有 一 个 公共 节点 . 由 此 我 们 总 可 以 求 得 一 条 草 线 


Pla) 连 。 的 两 个 端点 使 得 | 
0(mod2) ibegE,; 

P(a) plb) = 
1 (mod 2), ¥b € E, 


如 图 5.2.1 所 示 . 这 就 使 我 们 可 以 造 出 浸入 m 使 得 


p(s), 4b Fa; 
(b) = 
P(a) 3Xjb-a. 
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BABU, dy, = [e E] = le, dor] = ilo, v]. 从 而 定理 得 证 . h 


M 5.1.1 


实际 上 ， 若 G 是 可 平面 的 ， 则 由 它 的 浸入 折 确 定 的 所 有 
2- 向 量 怡 与 I 上 的 2- 上 边缘 空间 一 致 . 然而 , 若 G 是 非 可 平 
面 的 ， 则 对 任何 [o, v] € £1 没有 一 个 温和 4 使 得 办 6 fos v]. 
这 些 将 会 从 下 一 节 的 讨论 中 看 到 |. 


$5.2 R (文俊 ) Tutte 定理 


4 B, = Im 5j WG) 的 2- 上 边缘 空间 和 Ay = Ap 
(Il, GF(2)) =Ker &;/Im 6; = C2/B 被 称 为 T(G) 的 2- 上 同调 空 
间 , 进而 ， 令 
v = w(G) = {talvp € I} (5.2.1) 
在 一 个 浸入 jx & 1 上 定义 一 个 所 谓 初等 算 子 记 为 noo 如 
T: MF ye Eve V,y ind», 


we), | He #4; 
Tiy) = (5.2.2) 
elro) PPM. 


其 中 oly, v) 是 这 样 的 一 段 连 > 的 两 端点 的 Jordan i£ E (E 
ÆW Jordan 曲线 uy) Uu ey, v) BARERA A o 这 一 个 节点 ， 
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AR, w= Ty aj ET, HA §4. 2 HHJ Jordan 定理 容易 看 出 


Ly, a), 3 a g Ey; 
In (ma) = (5.2.3) 
I(y,a) -1, Baek. 


引 理 5.2.1 Vui ita € Zh: Him Ha), Ys, v(t € E, 
vE V, y mnd vi), 1 <i< s,s > 1, 使 得 


Hi ~im II 7 (i. Vs pe. (5.2.4) 
1<i<e 
其 中 ， 对 任何 p €t, 
Il Tv) = i "Cos vs) Flys va) H) 
1<i<a 1<i<s—1 


证 XH ac E, $ nula) 为 Jordan AAR uila) U 
asfo) 的 内 部 区 域 中 节点 的 数目 ， HH, + 


Ries pe = ve a, uo (2). 
对 n = nau, 用 妇 纳 法 ， 当 n= 1 时 , Rye EEB v BE 
iQ) U paly) 内 部 区 域 中 的 那个 节点 。 则 由 (5.2.3) BT 
#1 "vim Ty,v) #2. 


—Rüh, Hye E A mly) usa) 的 内 部 有 一 个 节点 v 我 
们 可 以 求 得 ps = To uuu. 则 由 Jordan EM, 


Ta as CY) = Tu, AQ) - 1. 


A. 对 任何 8 天 ^s 8 € E, Mp fus us (8) = An, ua (A). 从 而 
nm = no— 1. 由 归纳 假设 ， 存 在 n € E, vi € V, y; ind vi, 
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l<i<i,l> 1, ER 


Pa “im II T (5;,0,)3 “im Ii Toce) F (yw) #2) 


1«ici 1<i<! 
H Toy; v.) H2- 
1<i<i+1 
其 中 ， yi =y v =v. AM, (5.2.4) 成 立 . h 


引 理 5.2.2 — Wet 


证 ”首先 ， 我 们 证 对 于 任何 yi = pu Jy = yy, € V, 
Hii € L, A +y € Ba. BSE, AH (42.3) 可 知 对 任何 
ly E Li, v E V, y € E, v nd y, 有 


Darcy) ea = Vua + 61{[v, 7]) 
由 引 理 5.2.1 可 得 


PA ~im II 7 Cy, v; H2 
1<i<a 


从 而 ， 有 


titve= >> (hol) E B. (5.2.5) 


1Ki£s 
然后 , 我 们 证 对 任何 少 € Ca FETE vi = © HEB vv. € B; 
Wee. 由 于 5 在 集合 


Bo = t&v vvv v] € £1} 


中 有 一 组 基 . M pty € Bo 可 知 : FH pov] ixi kk! 
使 得 
V = 3 & (fy, vi). 


i=1 
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从 而 ， 有 


Bim [| Tosg 


1<i<k 


定理 5.2.1 -SHERAGCAAP HN, 4EK4 Y= 
0 € Hy. 


AE 由 G 的 平面 性 ，G 有 一 个 平面 嵌入 AEC v, =0€ 
Ba. 由 引 理 5.2.2 可 知 亚 = B, BD v — 0 € Hp. 必要 性 得 证 . 反 
Z, Bw —90ec 可 知 更 = 5. Ad, =06 BR, 必 有 一 个 
FRA we T. 这 就 得 到 了 充分 性 . 4 


xx xE UE fS Re TR] PA o ERE EE 


Ly» = To € GF(2). (5.2.6) 


RmbeE, vc V 是 任意 的 对 于 G 的 任 一 浸入 ， 我 们 可 以 建 
立 模 2 方程 组 : 对 任何 (0,8) € D, 


RANT = I la, 8) (mod 2). (5.2.7) 


其 中 的 求 和 是 对 于 所 有 的 (v) (EG b- o MM BEE, X 6-8 
和 c € E, 


引 理 5.2: 对 于 图 G, 若 存在 一 人 浸入 jo EI 使 得 方程 
(5.2.7) 有 和 解 ， 则 对 任何 peT HRA 


证 ” 设 对 于 uo, 方程 (5.2.7) KRA ct), IO 
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Vus E DB S - > ( Y. eeg 


(e,8)eD (eB) D becEveV 


(3 «9 + 2 x9) ) [e 8l 


(a,AjeP “BEE, 


H (5.1.7), 
= > ( », az ^[a. Sov] + 2. ze [6ov, 81) 


v€V  ocE£ 


由 (5.1.10), 
- (E alia, D + Y5 «eto 8n) 


v€V acE BEE 
€ Im 6; = Bs. 


从 而 ， 由 引 理 5.2.2 可 知 更 = By. 也 就 是 说 ， 对 于 任何 a 6 7, 
v, € Bo. 由 此 ， 对 任何 上 E 工 方程 (5.2.7) Efe. h 


定理 5.2.2 一 个 连通 图 G 是 可 平面 的 ， 当 且 仅 当 对 于 
它 为 一 个 温 入 方程 (5.2.7) 有 解 ， 

证 ”由 于 G 是 可 平面 的 ，G 有 一 个 浸入 poe 工 是 一 个 平 
RA. R FORA uo, Yla,8)ED 有 Lla,B)=0. 从 
而 ,方程 (5.2.7) 有 … 组 解 ve。 = 0, b E, ce V. 由 引 理 5.2,3 可 
知 方程 (5.2.7) 对 u 也 有 一 个 解 . 这 就 得 到 了 必要 性 . 反之 ,由 
引 理 5.2.3 H Y = B, — 0 g. 由 定理 5.2.1 部 得 充分 性 - h 


BR, EAE (5.2.7) 中 ， 方程 与 变量 的 数目 过 多 ， 不 过 定 
FE 5.2.2 有 这 样 一 个 很 重要 的 好 处 使 我 们 可 以 适当 地 选择 G 的 
浸入 以 便 简 少 变量 和 方程 的 数量 . RT ARG 上 的 一 个 树 . 
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E G 的 一 个 浸入 具有 下 面 的 性 质 Im.3, Im.4 和 Im.5. 则 称 它 
为 G 的 一 个 工 淄 入 . 

Im3 ÆT L, fi RUA ERR. 

Im4 ff (AAPA RR (HRT EW) 站 不 交叉 ， 

Im5 ” 树 T 上 的 任何 说 均 不 与 其 它 任 何 这 交叉 ， 

由 Jordan 定理 ， 显 见 ， 对 任 -~ 个 树 了 E- :个 连通 图 上 ， 
这 样 的 T- 浸入 总 是 存在 的 . 


引 理 5.2.4 对 于 图 G E BI I NIBEINET, AT 为 由 
全 所 确定 的 上 树 ， 则 


{[C*, C} Ya, b e T} U {[C*,allva € T, vo € T") (5.2.8) 


包含 空间 B. 的 一 组 基 . 
证 ”由 引 理 3.1.1 和 (3.3.1) 知 : Va € T, 


& ({v,a]) = | y cee Y e]. (5.2.9) 


e€ ENT ecCznT* 
这 样 ， 我 们 有 


&(eap- > le wer; 


ceE,OT 


&(wap- Y, Kei cA 


eck aT 


+ y M (Gel. ser. 


e&€E,nT «e€CznT* 


因为 Bo 有 一 个 基 由 6 (loa), foa] € C1, 中 的 一 部 分 组 成 从 
而 ， 引 理 成 立 . 
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定理 5.2.3 一 个 连通 图 G 是 可 平面 的 ， 当 且 仅 当 对 于 
一 个 T- RA By 方程 组 


Ss: Lab + b Tha 


aECatecpg beCg 
{a b)E AN (ben 
a,66T bET 
+ > tap = Ipla, B) (5.2.10) 
aECa 
(a BJEN 
a€T 


对 于 所 有 (0,8) ED, ab ET* 有 一 组 解 . 


证 ”由 定理 S21 和 引 理 5.24, G 是 可 平面 的 当 且 仅 当 对 
一 个 漫 入 n, 存在 Tab € GF(2) 和 yoy € GD(2), abe T, y e T" 
使 得 


— > Za lC; CE] T »» Va Ca: ?| (5.2.11) 


a,beT nET, YET" 
WE, B 5]38 2.1.3-4 可 知 : Ya, bET, Ya, b, y eT", 
(lo, Bl, (C2, CE] = 1 € (a € Ca) ^ (b € Ca); 
(fa, 8], (Cz. =1 $ (y= a,a € Cg) (5.2.12) 
V(v = 8,a € Ca), 


由 (5.2.11) 和 (5.2.12), G 是 可 平面 的 当 且 仅 当 如 下 的 方程 
组 


I,(a,8)= JY, tas 
a€C, beCs 


+Y wat Y yap (5.2.13) 


bECg acc. 
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对 于 所 有 (a,8) e D 有 解 . 
因为 上 是 一 个 T= E. 有 


V(a,b) € D(a,b € T), Lay = 0. (5.2.14) 
由 引 理 2.1.3-4 亦 知 : Vit,a) € D(t € Tx ET"), 
(lt. a], Cz, C3) = 1 & (t= a,b € Ca) 
V(t = b,a € Ca) 


且 由 此 可 得 


Yat D> t=. (5.2.15) 
beC. 


令 Tta = Uta 十 3 ec. Tub 为 新 的 变量 代替 Yta t€ T,a €T”, 
则 l 
V(t,o) € D(tET,a € T), Tra =0. (5.2.16) 


将 (5.2.14), (5.2.15) 和 (5.2.16) 代入 (5.2.13), 可 得 : vo, 8 € 
T*, (a, 8) € D, 


Ila, f) = » Tab t >. (s + 5 a. 


acCa PECA bECS a€Ca 
(abjEN (b.e) A ET 
a bET ber 
+ 1 Zap t 》 La J 
a€Ca TTA 
(a BEN ser 
ET 
= ; Tob 十 > Eba + > Tag 
a€Ca ecg [TTA ec 
(a,b) €. (b,a)£N (a, AEN 
„bE bET 


这 就 是 (5.2.10). 从 而 ， 定 理 得 证 ， 
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85.3 ”平面 性 辅助 图 


在 这 一 节 中 ， 我 们 要 引进 一 个 给 定 图 G 的 辅助 图 以 判定 
G 的 平面 性 . | 

首先 ， 我 们 必需 减少 用 以 判定 图 的 平面 性 的 方程 (5.2.10) 
中 变量 的 数目 . 


引 理 5.3.1 ££ (5.2.10) 中 每 一 个 方程 均 有 形式 : 对 给 定 
的 (a, 8) ED, o,B c T*, 


33 (ase + Ser mu) Los 8). (5.3.1) 
(unt) 
证 ”车 在 T 上 选择 一 个 节点 作为 根 PA T 的 边 皆 可 给 
以 定 南 使 得 与 从 根 出 发 沿 T 过 此 边 时 所 走 的 方向 一 致 ， 与 前 
HAR, C 为 YK 了 与 工 所 成 的 基本 图 ， 对 于 (a,8) € D, 
aß gT, ie, ap ET", 只 党 讨 论 两 种 情形 . | 
情形 1 Coan Cs = Plw,v), 其 中 P(uv) HT EA uF 
v 的 一 条 路 (不 一 定 是 有 向 的 ). 这 时 ， 方程 (5.2.10) 具有 如 下 之 


形式 : 
I,(o,8) 2 9^ + V. 


EH E w =u o, 表示 在 w A st re(CoUCa)n E, ok 
和 并 且 有 


Tat + Eat +T H 70€ C431 08 
HBREÆr=i; 
> 一 (5.3.2) 


(Eat HEr + Ere) + ue mp Tra) 


(zii + Ert HEr) Wr d CaN Cg. 
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EF, rc AT EF wbi wha 当然 ， 除根 外 在 T 上 的 
任 一 节点 均 有 且 只 有 一 条 指向 它 的 边 . 
情形 2 C.nCg = {v} 这 时 ， 方 程 (5.210) 具有 形式 : 


L(o,8) - 3 


RE, MF ste CaN Eo, 种 p,q E€ CaN Bon A 
{Tsp t Tat + mpa) C 
T(z,Q + Eat + B92)" 
Xr e CUC Hikr—t; 
(Eip + Tes + Tp,r) 
= (5.3.3) 
z + (Teg + Etr + Egr) 
十 (zep 十 Ver + fpr) 
(Esg 十 Tat m3). 
MrgCQUOCs. 
综 上 所 述 ， 引 理 得 证 . 


仅 当 对 于 G 的 一 个 了 - 浸入 方程 组 


Bie = Ipla, 8) {5.3.4) 
tECa Eg 
(2 HEN 
et#r 


对 所 有 a,b) € DUE SE. RUP r AET Lig el v Hid, rs te En, 
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v € Ca 10g. 
证 ”根据 引 理 S31, 允许 我 们 引进 变量 代 换 


Tat = Fre t Pret Tet 


HAMARE tai RE Gee 即 可 将 方程 (5.3.1) 转变 为 方程 (5.3.4). 
由 定理 5.2.3 即 得 定理 . t 


至 此 , 也 许 有 人 会 注意 到 在 方程 (5.3.4) 中 无 论 变量 的 数目 
还 是 方程 的 数目 都 比 (5.2.7) 甚至 (5.2.10) PAS. Rit, HF 
(5.3.4) 中 的 每 一 个 方程 可 能 会 出 现 六 个 变量 ， 但 不 会 更 多 ， 只 
能 用 高 斯 消去 法 以 有 效 地 求解 , 这 时 的 计算 复杂 性 为 Oot), 其 
中 > 为 图 的 阶 . 

Buh G 的 一 个 下 浸入 且 其 中 的 树 了 为 一 个 确 向 树 ， 
则 称 为 确 向 浸入 . 此 后 ， 几 提 及 图 G 的 一 个 确 向 淄 入 均 指 图 
上 的 所 有 边 已 确定 了 方向 . 这 就 是 依 82.2 中 的 确 向 过 程 所 得 到 
的 使 得 所 有 基本 图 和 丝 有 向 图 . 


引 理 5.3.2 — i Tod 是 G 上 的 一 个 确 向 树 . 令 Cu 为 由 
ES a 与 Tod BTE X REC ER SMU, ABA). 则 对 于 
(o,8) € D, o,8 € Tod (ER,  Tod* 为 G 上 与 Tod 相应 的 上 
Bi), 在 (5.24) 的 方程 中 与 Ce UCe 有 关 的 惟有 两 个 变量 : 一 个 
是 由 这 洋 的 两 个 相 邻 达 形 成 的 使 得 二 者 中 至 少 有 一 个 是 树 这 
生 它 们 全 是 离开 公共 端 方向 ; 另 一 个 则 是 对 于 兹 的 方向 不 同 县 
离开 的 总 是 树 边 和 进入 的 总 是 上 树 变 . 

证 ”当然 , 车 Can Gg = 多 MIATA. 这 时 ， 没 有 变 
量 与 Ca UC BR. 

情形 1 Cunce= {v},veEV, 由 于 Cs 和 和 Cg FAH 
«AS A (o,8) € D 可 知 v 不 可 能 为 Tod 的 根 (没有 树 边 指向 衫 ) 
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和 指向 v 的 树 边 r 必需 在 Co 或 Ce 上 . di a 和 8 ISSUES 
性 ， 可 以 假设 r 在 Cu 而 不 失 一 般 性 . 在 C。 上 与 v RI 
一 条 边 记 为 s( 它 可 以 是 上 树 边 )- 而 且 ， 在 Ce 上 的 与 + 关联 的 
发 出 的 边 为 上 它 只 能 是 树 边 ， 这样 ， 我 们 就 只 能 有 二 个 变量 
Zat 和 zsp 在 (5.2.4) 的 与 Co UCe 关联 的 方程 中 . 


情形 2 。 Cs ncs = P(u, v), BIG PA u 到 wv 的 一 条 路 . 
由 引 理 2.1.3, P(u,v) JE Tod E. 在 P(u,v) LE u 关联 的 那 
条 树 边 用 ! 表示 ， 其 方向 为 从 4 发出， 因为 Ce 和 Ce EUR IST 
Bd. 在 Cs 和 Ca 上 都 有 一 条 边 指向 u 由 于 (0,8) € D fll o 与 
B 之 闻 的 对 称 性 ， 可 以 假设 C. 的 那 条 指向 u 的 边 为 树 边 ， 这 
He Ca 上 那 条 指向 % 的 边 只 能 是 上 树 边 S. 从 而 , Hu thee 
一 个 变量 zio. 相仿 地 ， 只 能 Ca 和 Ce 各 有 一 边 从 ， Rik. iu 
st 分 别 为 Ca, Cg YE v 处 的 这 样 的 边 ， 则 s 和 上 至少 有 一 条 边 
为 树 边 . 从 而 ,在 处 也 只 能 有 一 个 变量 re 结果 ， 在 (5.2.4) 
的 与 C, U Ce 关联 的 方程 中 只 有 变量 coe 和 na. 

综 上 所 述 ， 即 得 引 理 . 


根据 这 个 引 理 ,我 们 可 以 称 那些 相应 的 二 相 邻 边 均 为 离开 
公共 端的 变量 为 树 变量 , 常用 zs (st) EN, RR 当然， 至 
少 s 和 + 中 之 一 为 树 边 ， 那些 相应 的 二 邻 边 在 公共 端 处 具有 不 
同方 向 的 变量 被 称 为 上 树 变量 . 常用 gm l E Tod, yc Tod 
表示 . S Xe(T) fü Yo(17) 分别 为 G 上 对 于 一 个 确 人 向 树 Tod 的 
所 有 树 变量 和 上 树 变 量 的 集合 . 对 于 二 个 变量 s € X(T) 和 
yi E Yc(T*), 车 存在 一 个 上 树 边 对 (0,8) € DD 使 得 za 和 yos. 
y=a 或 8, 怡 为 与 CaU Cs 关联 的 一 对 由 引 理 5.3.2 的 确定 的 
变量 ， 则 称 它们 为 会 变量 . 并 用 xz(T;a, 8) 和 y(T;a,8) 表示 ， 


定理 5.3.2 对 于 G 的 一 个 T- BX ,方程 (5.3.4) 有 
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fe, E HUN G 的 一 个 确 向 温 入 uo 方程 
z(T;o,8) + y(T"; a, 8) = I, (o, 8) (5.3.5) 


对 所 有 (a, @) € D,a, bE Tod", AH. 

证 ”因为 对 于 一 个 T- 浸入 ， 方 程 (5.84) 有 人 解 ， 由 定理 
5.3.1 可 知 方程 (5.3.1) 有 解 . 则 ， 由 定理 5.23 7H V, € B2 从 
而 ， 由 引 理 52.2 A Y = B82， 就 是 说 对 于 确 向 浸入 uo, 也 有 
Vu, € Bo. 由 于 对 po, 方程 (5.2.10} 有 解 ， 由 定理 5.3.1 可 得 对 
uo 方程 (5.3.4) 有 解 . 从 而 ， 由 引 理 5.3.2 得 方程 (5.3.4) ARR- 

反之 ， 由 方程 (5.3.5) 对 jo 有 解 可 知 vu, € Bo. 则 ， 用 相仿 
的 手续 ， 我 们 知 方程 (5.3.4) 对 于 T- 浸入 4E 更 有 解 . 


对 于 G 的 一 个 给 定 的 确 向 漫 入 jo, 可 用 方程 (5.3.5) 确定 
一 个 图 ， 记 为 Auxo(G) = (Var, E.) 或 简 记 Auto 并 称 它 为 G 
BS 平面 性 0- 辅助 图 . 其 中 ， 


Vaz = Vaz(G) = (zlVz € Xo(T)} 
+{yl¥y € Ye(T*)}; | 

Fou = EQ(G) = {(2,y)|3(a, 8) € D (5.3.6) 
(a, 8 € Tod*) 5 (x = 2(T;a, B) 
Ay = y(T*; œ, 8))}- 


WA,  Auz(G) 的 每 一 条 边 e 都 有 一 个 权 wle) = Inla B) € 
GF(2). Auzo(G) 的 任何 一 个 子 图 的 权 定 义 为 子 图 上 所 有 边 的 
权 之 和 (mod 2). HARA 1, 则 称 之 为 Hines; 否则 ， 偶 权 的 ， 
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2]2 5.2.8. APARA uo, FE (5.3.5) 有 解 当 
且 仅 当 在 Auzo(G) LATE. 


证 ”利用 $3.1 中 所 定义 的 在 空间 Gi (Aur) 上 的 1- 边缘 
BRS 0, 方程 (5.3.5) BA: Ve e EL, 


ĉe = w(e). (5.3.7) 


DRE ETG, Bik C 是 Auro(G) 上 的 一 个 奇 权 轿 ， 即 
Lecce we) = 1. 然 ， 由 方程 (5.3.7) 有 


= Y Ae = Y w(e) = 1. 


eec eec 


XE A Toe. 


充分 性 。 因为 Auzo(G) 上 无 奇 权 圈 ， 方程 63.7) 与 它 的 
那些 由 e € T(Auzo) 所 确定 的 方程 等 价 . HF, T(Auzo) 为 
Auzo(G) 上 的 一 个 树 (通常 为 森 ， 不 失 一 般 性 可 假定 为 树 ). 然 
itf, 对 于 T(Auzo), 很 容易 求 得 方程 (5.3.7) 的 一 组 解 . 事实 上 ， 
只 要 选择 T(4uro) 上 的 一 节点 为 根 ， 将 与 它 相 应 的 变量 置 为 0 
BR 1, 这 个 解 就 是 唯一 确定 的 . 1 


定理 5.3.3 对 于 图 G 的 一 个 确 向 浸入 ， 方 程 (5.3.5) E 
MAAR YR Aura) 上 的 一 个 树 (通常 为 森 ， 但 总 可 设 为 树 
而 不 失 一 般 性 )T(Auzo), 在 Auzo(G) PRAM HEAR. 


WE — 4 C(Auxo) 为 4uzo(G) 上 的 循环 空间 .容易 证 明 
C(Auzo) 中 的 所 有 偶 权 的 循环 形成 C(Auso) 的 一 个 子 空 间 ， 
IDA Co(Auzo) 而 且 ， 它 可 由 偶 权 图 所 生成 ， 由 引 理 5.3.3 可 
知 方程 (5.3.5) 有 解 当 上 且 仅 当 C(Auzo)/Co(Auzo) = 0, 或 者 说 
C(Auzo) = Co(Auzo). 从 而 ， 由 定理 3.2.1 MERKE. h 
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$5.4 ”主要 定理 


一 个 图 G = (V, E), CHR ERECTA w, BI GF(2) 中 的 
TUR: 如 果 存 在 对 于 VV 上 的 节点 的 标号 1 “+” 或“-” 使 得 对 
Efa] e= (u,v) € E, i 


-d(v) 4 we) = 0; 
lu) (5.4.1) 


flv) ï w(e)=1, 
则 称 G 为 平衡 的 . 


引 理 5.4.1 对 于 图 G 约 一 个 确 向 浸入 uo, 其 平面 性 0- 
JE SEE Auzo(G) 是 平衡 的 当 且 仅 当 在 Auroa) PHA. 


证 因为 Auzo(G) 是 平衡 的 ， "f: Vz € Vi 
1, Wil(z)=+; 
z= 
0, 当 l(2) = 


为 方程 (5.3.7), 从 而 也 是 方程 (5.3.5) 的 一 组 解 ， 由 引 理 5.3.3 即 
得 必要 性 . 

反之 ,由 引 理 5.3.3 知 方程 (5.3.5), 从 而 方程 (5.3.7) ARR. 
设 vz e V$, z = a, 是 方程 (5.3.7) 的 一 组 解 . 则 Yz e vg, 


+, 4a=0; 
l(z) = (5.4.2) 
| 773 2H acl 


满足 关系 (5.4.1). 也 就 是 说 Auzo(G) 是 平衡 的 ， 充 分 性 得 证 ， 
4 
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引 理 5.4.2 对 于 G 的 一 个 确 向 浸入 po, Auzo(G) 没有 
FRESER 


U = (elVe € E}, w(e) = 1} 


为 Auzo(G) 的 一 个 上 这 缘 ( 当 然 ， 也 是 一 个 上 循环 ) 
证 ”由 引 理 5.4.1, VO, 可 划分 为 两 个 部 分 : 


VA, = {zlYz € Va l(z) = +}; 
Vau = ILE € V, l(z) = =}. 


W, 65V. = 60Veq = Ui. 这 就 是 必要 性 . 

RZ, AAU, 是 Auzo(G) 的 一 个 1- 上 边缘 ,由 引 理 3.1.1 
知 任何 一 个 圈 都 与 Ui HERRALA M BARE. 这 
就 得 到 了 充分 性 , 4 


定理 5.4.1 下面 的 说 法 是 等 价 的 : 

0) G 是 可 平面 的 ; 

(2) ”对 于 G 的 一 个 确 沿 漫 入 uo, Auro(G) HA; 

(3) ”对 于 G 的 一 个 确 向 混入 uo, Auzo(G) 没有 奇 权 的 基 
本 图 ; 

(4) HTG 的 一 个 确 向 浸入 uo, Auzo(G) HATA HR 
的 集合 形成 一 个 1- bx 

(5) XT IW XX uo, Auzo(G) 是 平衡 的 . 

证 ”由 定理 5.3.12 和 引 理 5.3.3 uf AD (1) e (2). HSI 
理 5.3.3 和 定理 5. 3 可 得 (2) <> (3)， 由 引 理 542 可 知 
(3) e (4). 最 后 ， 由 引 理 5.4.1-2, 有 (4) <=> (5). 


4 E(X, Y) fü EX) Æ GF(2). Ef — 77 ER E E (XY) 
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和 E(X) 分 别 为 & (X, Y) 和 lX) 的 所 有 解 的 集合 ， 记 


EX,YNY -( HX MX, Y) € &(X,Y)}. (5.4.3) 
Y 


Ë E(X, YY = &(X), WE E(X,Y) 和 ES(X) 是 共 容 的 . 


5| 5.4.3 方程 组 EG Y:y = {rity = Wi,i = 
12,..,n z4y-c 对 于 茶 个 固定 的 是 j, 1 < 7 <n} 和 方程 
组 EXX, Y)= {zi + yi = w,i=1, 2,. n 是 共 容 的 . 


证 ”由 于 任何 (X,Y;y) € £ (GY y) HA (XG Y) € E2(X,Y)， 
显 见 ，E1 (X,Y;9)/y € £20, Y). 而且, 对 任何 (X, Y) < £4(X, Y), 
有 (X,Y; 2; +0) € &:(X,¥3y). AM (X,Y) € E(X, Y;y)/y, K 
£(X,Y)/y € E(X, Y WY. bj 


引 理 5.4.4 令 Do = ((a,8) € D(o,8 € T^), Con Cg = 
P(uv)usv) W, AE (5.8.5) 对 所 有 (o,8) € DARE, EE. 
仅 当 它 对 所 有 (os 8) € Do AA. 


证 ”因为 对 任何 (a, 8) e D, MAIES EE y = y(T*; a, 8) 
使 得 Ca Ce = (v) 的 方程 在 (5.3.5) 中 是 相同 的 ， 由 引 理 5.4.3 
即 得 引 理 . 4 


引 理 5.4.5 AEA EY; 2) ={e+y; =w, i= 1,2...,n} 
和 方程 组 EA(Y) = {yet yii = wit Wigs, t = 1,2...,.n-1} EX 
JE B. 

证 因为 Bi(Y;2) = {yt te = wi, Yi + vin = wi cw 
4=1,2,--+,m— 1}, 由 弛 | 理 5.4.3 即 得 引 理 . b 


对 于 一 个 树 变 量 Ys € Xa(T), 令 Vy tt. 是 所 有 那些 上 
树 变量 使 得 在 (5.3. 5) 中 与 os 形成 合 变量 ( 即 ， 在 一 个 方程 
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中 ). 其 中 = y(t) Ye = 0k (ec. k= klase) 是 依照 从 根 
始 沿 由 82.2 rPÉ S fed cp RE a ke 89 eh BK TY JE BE PIFT 3X 
更 多 的 关联 于 同一 个 节点 v, 则 在 wv 处 依 旋 的 次 序 规定 指向 v 
的 树 边 为 始点 所 确定 的 线性 序 . 


引 理 5.4.6 MP G 的 一 个 确 向 漫 入 uo, 方程 (5.3.5) 有 
f 3 E 4 Vau. E€ XolT), 


V + Yr, = Wit Ui, (5.4.4) 


i-12,..,k-l kzk(r,), EM. HYP, wi wigs PH H (5.3.5) 
中 以 Vra 与 Yoi s Yria HEFE 的 方程 的 常数 项 . 


证 ”利用 引 理 5.4.5 于 每 一 个 树 变量 ， 由 树 变 量 的 有 限 性 
即 得 引 理 . h 


这 时 , 人 们 也 许 会 看 到 在 (5.4.4) 中 的 每 个 方程 都 只 含 上 树 
变量 . GTP DONE REGEL TE (5.4.4) 的 某 一 个 方程 中 ， 则 称 它 
们 是 相 邻 的 

4 (WV <) 为 在 G 上 出 一 个 确 向 树 所 定义 的 偏 序 集 . 当然 , 树 
的 根 为 最 小 元 . 对 任 一 上 树 边 Y = (u,v), $ h(y) =v Al t(y) = u. 
它们 分 别称 为 ?的 首 和 尾 . 自然 ， 总 有 AG) 1). 

容易 看 出 ， 对 任何 uve Vu Av = g.Lb(u,v) 是 唯一 地 确 
EN]. 对 任何 0,5 € Tod", & (o, 8) = tla) ^t(8) AS 


V, = {ve € V, uo(y) x v). (5.4.5) 


其 中 ， u(y) = min(ulVu € V, (a, p) «ux t(y)), y= o Bt B. 
给 定 G 的 一 个 确 向 浸入 uo. VETE v e V 处 的 旋 为 ol) = 

(abc...d) 其 中 ，a HARRIS o A. 然后 ， 定 义 ab 

eco d. 进而 , 在 所 有 上 树 边 的 集合 上 定义 一 个 偏 序 用 * < 
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表示 如 下 : Va, 6 € Tod’, 


h(a) < h(8), = h(a) 4 h(A); 
xxx) — (5.4.6) 
a< B, 当 (a) = hf). 


4 Ala, b) = {y|¥y € Tod", t(y) € Va U Va, h(y) < (a, 6)}, 
a, B € Tod*. 对 于 二 上 树 边 a,8( 设 os < B, 不 失 一 般 性 ), 若 


y € A(o, B), o x*-xy*-xB 
则 称 它们 是 相继 的 , 换 句 话说 wa 在 *< 之 下 被 6 覆盖 . 


引 理 5.4.7 ”对 于 G 的 一 个 确 向 浸入 ， 二 个 上 树 变量 ya 
和 yg 是 相 邻 的 ， 当 且 仅 当 aw 和 有 是 相继 的 并 且 出 现在 如 下 所 
定义 的 类 型 A 类 型 BB 和 类 型 C 之 一 中 : 
类 型 A Fy € Tod", 
G) — hir) < hla) < h(8); 
(ii) A(B) < (tla), A) < A = (t(y), t())- 
类 型 B 3,6 € Tod’, 
(i) max(h(y), R(8)) < h(a) = h(8); 
(ii) (t£), t(0)) = Ai > (Ai, Ax) < As = (t(8), (8). 
类 型 C —3yc Tod", 
(i) Aly) < Ala) 3 h(8); 
(ii) &(8) < (7), A) < A= ((0),t(8)). 
证 ”由 确 向 树 和 确 向 浸入 的 性 质 以 及 导出 方程 (5.4.4) 的 
过 程 ， 通 过 遍 数 所 有 可 能 情形 之 讨论 ， 即 可 得 引 理 .其 细节 留 
给 读者 . h 


一 个 图 G 的 ER 右 ) 优 先 浸入 就 是 这 样 的 一 个 确 向 浸入 
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使 得 对 任何 一 个 上 树 边 7 = (u,v), ELA, e 滞 确 向 树 Tod ER u 
时 它 落 在 左 (RA) 边 ， 一 个 左 或 右 优 先 浸 入 也 被 称 为 G 的 标 
准 温 入 . 
引 理 5.48 $ A(G;Tod*) 为 所 有 对 应 相 邻 变量 的 二 上 
树 边 对 的 集合 . 则 ， 对 于 这 个 确 向 浸入 方程 (44) M. BH 
仅 当 方程 组 | 
Ya + ya = Ala, B) (5.4, 


对 于 所 有 (a, p) < A(G:Tod*) AM. HH 


1, Hap 同 在 类 型 A, 或 B 中 ; 
Ma, 8) = (5.4.8) 


0, X a8 用 在 类 型 C T. 


证 ”首先 , 当 确 向 浸入 被 标准 浸入 代替 之 后 , WE (5.4.4) 
变 为 方程 (5,4,7). 事实 上， 从 求 方程 (5.4.4) 的 过 程 注意 到 标准 
混入 之 性 质 即 可 得 (5,4,7). 然后 ， 出 于 (5.44) 的 相 容 性 与 确 向 
浸入 的 选 法 无 关 即 得 引 理 . 


由 引 理 5.4.8, 我 们 又 可 以 造 一 个 图 ,用 Ausi (G) = (VÀ, EL) 
表示 并 称 之 为 G 的 一 个 平面 性 1- 辅助 图 . 其 中 ， 


VL, = VEL(G) = (w|Vy € Tod*, Ja € Tod", 
(y, a) € A(G; Tod*)}; (5.4.9) 


Ej, E Ei. (G) = A(G; Tod"). 


4- Ao(G;Tod*) = ((a, B) V(a, B) € A(G; Tod"), Ma, 8) = 0) 
和 A1(G; Tod*) = A(G; Tod*) — Ao{G; Tod") = ((o,8)| Yla, 8) € 
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A(G; Tod*), A(x, 8) = 1). 则 ， 我 们 有 ve € EL, 


1, Mee A,(G; Tod"); 
Me) = (5.4.10) 
0, 35 e€ Ao(G;Tod*) 


作为 边 上 的 权 ， 


定理 5.4.2 下面 的 说 法 是 等 价 的 : 

(1) GHEY EH. 

(2) Aues(G) RATAM. 

(3) Aurl(G) RARR ARA H. 

(4  AlG; Tod") 形成 Auri(G) 中 的 一 个 1- 上 边缘 ， 

(5)  Auni(G) 是 平衡 的 . 

证 ”与 定理 5.4.1 的 证 明 方 法 相仿 . h 


至 此 ， 人 们 也 许 注意 到 了 : Auzi(G) 和 Auzo(G) 之 主要 
区 别 在 于 Auz1(G) 的 阶 的 上 界 为 G 的 阶 的 一 个 线性 函数 ， 而 
Auzo(G) 的 则 是 一 个 二 次 省 数 . 


$5.5 ic 


5.5.1 ”关于 刻 划 一 个 图 的 平面 性 , 第 一 篇 出 版 的 文章 当 
归功 于 Kuratowski, 这 是 1930 年 的 事 [Kurl]. 几 年 之 后 ， Whit- 
ney [Wht6-7] 和 接着 MacLane [M1-2] 也 以 他 们 各 自 的 方法 给 出 
了 图 的 平面 性 表征 ， 吴 文俊 发 表 他 的 定理 是 在 50 年 代 [Wut]. 
其 等 价 形式 为 这 里 的 定理 5.2.1. 不 过 ， 他 的 主要 目的 在 于 讨论 
可 前 形 在 欧 氏 空间 的 实现 的 更 一 般 的 问题 ， Tutte 所 提供 的 与 
这 里 的 定理 5.2.1 等 价 的 形式 是 在 70 年 代 初 [Tut16]. 他 所 用 的 
实数 域 上 的 链 群 是 于 50 年 代 由 他 本 人 引入 图 论 的 [Tut4. 在 
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[Liu22] 中 , 20) E (fi X HA f 111268 v7 hs BA RELAIS Fe] 89 SE SR SES 
上 从 GF(2) 上 空间 的 理论 来 看 是 周一 的 . 刘 还 从 布尔 方程 的 角 
度 独立 地 讨论 这 个 问题 [Liu23-25]. 这 些 均 可 视 为 讨论 与 此 有 
关 课 题 的 不 同类 型 的 理论 基础 . 


5.5.2 M 60 年 代 初 ，Auslander 和 Parter 发 表 他 们 的 有 
RA RFR ESE BRR, 出 现 了 一 大 批 有 关 算 法 的 文 
章 [Gol, Fisl, FiW1, DMP1, We7, Lil, Ht1-2, Dal, Mol, HoT1, 
. HoT5, Deol, 等 ]. 特别 是 Hopcroft 和 Tarjan 给 出 了 一 个 线性 时 
的 算法 [HoT5]. Deo [Deol] 改正 了 [HoT5] 中 的 一 些 错 误 . 在 这 方 
面 的 大 多 数 文章 是 基于 一 步 一 步 地 杠 入 轿 到 平面 上 . 在 [Tuts] 
H, Tutte 则 用 完全 不 同 的 想法 通过 解 一 组 线性 方程 同时 确定 
平面 嵌入 的 各 节点 在 平面 上 的 坐标 . 吴 文 俊 进 一 步 发 展 他 本 人 
的 理论 结果 到 通过 解 模 2 方程 组 在 计算 机 上 实现 [Wu2, Wo). 
这 里 的 定理 5.2.2 和 定理 5.3.1 反映 了 他 的 想法 的 实质 . 


5.5.3. ”将 平面 性 的 问题 转化 为 判定 一 个 图 是 否 有 奇 权 
图 ， 或 一 个 边 的 于 集 是 否 为 一 个 1- 上 边缘 ， 或 一 个 图 是 否 是 
平衡 的 想法 可 从 [Liu1-2), [Liu19], [Liu22] 以 及 其 后 在 [FR1-2] 和 
[Ro3] 中 看 到 . 


5.5.4 基于 定理 5.4.1, 一 个 O(n?), n 为 图 的 阶 ， 的 算法 
可 以 容易 地 发 现 [Liu]. 然 ， 实 地 计算 的 结果 表明 对 特别 是 一 
万 个 节点 以 内 的 图 比 Hoproft 和 Tarjan 的 线性 算法 更 为 有 效 
[Sun1], [Xu1]. 在 [Xul] 中 ， 通 过 数据 结构 上 的 改进 提供 了 一 个 
O(nlog n) 的 算法 . 

5.5.5 ”虽然 定理 5.4.2 表明 Aus (G) 的 阶 不 超过 图 CH 


的 一 个 线性 函数 ， Aus (G) 的 度 仍 是 G 的 阶 的 二 次 函数 ， 在 
第 七 章 中 ,将 会 解释 如 何 使 得 达到 计算 复杂 性 的 线性 性 原始 
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的 讨论 可 在 [Liu19,22-25] 中 查 到 . 


5.5.6 F 85.34 中 所 讨论 的 辅助 图 依赖 确 向 树 的 选择 . 
然而 ， 如 何 刻 划 一 个 图 的 辅助 图 仍 是 一 个 公开 的 问题 [Liu]. 


5.5.7 事实 上 , 定理 5.4.2 并 不 依赖 浸入 的 选择 . 因为 常 
数 Xa, 8) 不 再 由 漫 入 所 决定 ， 虽 然 平面 性 1- 辅助 图 仍 依赖 由 
确 向 树 所 决定 的 偏 序 ， 在 定理 5.42 中 ， 图 的 平面 性 同样 不 依 
赖 如 何 选择 确 向 树 . 


36.1. XES 


对 于 一 个 Jordan 闭 曲 线 ， 或 者 说 一 个 圈 C, f 是 一 个 从 
C 到 平面 上 的 连续 函数 使 得 有 有 限 个 自 交 叉 点 ， 更 确切 地 ， 简 
FRR A. 所 谓 简单 交叉 是 指 这 样 的 交叉 点 re f(C) 它 不 是 
切 点 而 且 人 恰 有 p,gsC 使 得 f(p) = fq). 后 者 也 称 为 二 重 交叉 . 
车 f(C) 的 所 有 自 交 叉 点 用 互 不 相同 的 字母 表示 : a,b,c,…, 则 
AK Z= f(C) 上 的 一 点 » 出 发 沿 着 C 所 确定 的 方向 返回 到 p 
并 将 所 经 过 的 交叉 点 的 代表 字母 依次 记录 于 来 , 这 样 就 得 到 一 
个 字母 的 序列 . 我 们 称 之 为 Z 的 交叉 序列 . 当然 ， 它 是 循环 序 
的 . 由 于 二 重 交 叉 性 ， 在 此 序列 上 每 一 个 字母 恰 出 现 二 次 . FR 
具有 这 种 福 质 的 字母 的 循环 序列 为 多 面 形 的 ， 

在 图 6.11(a) 中 ， 这 个 曲线 有 三 个 交叉 点 ， 其 交叉 序列 为 
abcabc. 在 图 6.1.1(b) 中 ， 有 四 个 交叉 点 ， 其 序列 为 abcdbadc. € 
们 全 是 偶 长 的 ， 即 其 上 字母 的 出 现 次数 为 偶 . — 16951, EHE 
在 平面 上 的 一 个 闭 曲 线 Z 使 得 它 为 Z 的 交叉 序列 ， 则 它 本 身 
也 称 为 交叉 上 序列. 当然 ,任何 交叉 序列 均 是 多 面 形 的 . SMR 
又 问题 就 是 要 确定 一 个 序列 是 否 为 一 个 交叉 序列 , 换 句 话说 ， 
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给 出 交叉 序列 的 表征 . 令 Seq 为 一 个 字母 的 序列 .三 = (Seq) 
为 其 上 字 每 的 集合 . F Sea 具有 形式 : 

Seq = AaBbCaDb, (6.1.1) 


RF a 和 5 是 交叉 的 . 记 为 a int b. 


(a) (b) 
图 6.1.1 


所 谓 一 个 序列 Sec 的 交叉 图 指 这 样 的 一 个 图 ， 用 GU) = 
G(Int) = (V(Int), E(Int)) 表示 ， 使 得 


O V(Ini)=3; — E(Int) = Int, (6.1.2) 


其 中 ， Int = {fa,b)|Va,b € Z,a int b). 

UDITAdDEZS £8611 F, (a) PRAY 
”序列 的 交叉 图 为 三 角形 而 (0) 则 是 一 个 四 边 形 . 这 两 个 图 均 为 
Euler 的 ， 也 易 看 出 ， 在 G(Int) 中 既 无 环 也 无 重 边 . 但 ， 孤 立 
节点 是 允许 的 ， 与 83.4 中 一 样 ， 对 于 ae Vint), > 


Int a = (b|Vb & V(Int), (a,b) € E(Int)). 


引 理 6.1.1. ASEM — XE XUE PI Seo, 它 的 交叉 图 
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G(Int) 2j 7; Euler 图. 

证 ”对 于 a c=, 设 交 叉 序 列 Seq 具有 形式 Seq = AaBa. 
则 ， 对 任何 8 € E(b A a), (a,b) € E(Int) 当 且 仅 当 5 不 但 在 4 中 
MA B 中 出 现 . 由 Seg 的 简单 交叉 往 ， 在 ao4a 上 与 4 邻近 
的 指向 a 和 离开 a 的 点 皆 同 时 落 在 闭 曲 线 aBa 的 内 部 或 外 部 
之 一 个 区 域 中 ， 由 Jordan 定理 ， 在 4 和 B 中 所 出 现 的 交叉 点 
的 数目 必 为 偶 ， 从而， | Int al = 0 (mod 2). 由 定理 1.3.6 BI £8 
引 理 . i 


引 理 6.1.2 TR X J* 7| Seq, Va, b € = ((a,b) € E(Intj). 


{Int aN Int b| = 0 (mod 2). 


证 ”由 于 (a,b) ¢ E(Int), Seq 具有 形式 Seg = AaBbCbDa, 
Bb. ce Intan Int 6 当 且 仅 当 < 为 在 4 AM CP RUA 
aAa 5 bBb 的 交叉 点 , 与 引 理 6.1.1 的 证 明 中 同样 地 ， 因 为 在 
的 邻 域 中 ada 上 的 点 不 是 在 555 的 内 部 就 是 在 外 部 之 同一 个 
区 域 中 . H Jordan 定理 即 得 | Int an Int bi = 0 (mod 2), 引 理 
得 证 . i 

Zi Seg ERR Z 的 交叉 序列 ， 则 ， 我 们 可 以 得 一 个 图 ， 
它 的 节点 就 是 2 上 的 交叉 点 ， 边 就 是 2 上 连 二 交叉 点 而 不 与 
其 它 交叉 点 相遇 的 曲线 段 . 由 简单 交叉 性 ， 这 个 图 必 为 4- 正 
则 的 平面 图 ， 记 之 为 G(Z). 由 定理 1.3.7 知 G(Z) 的 对 偶 (24 
然 , 平面 的 ) 是 二 部 的 . 这 就 是 说 ，G({2) 的 面 可 以 划分 为 二 个 
部 分 使 得 在 每 部 分 中 任何 两 个 面 的 边 罩 至 多 有 一 个 公共 点 . 当 
然 ， 在 每 一 个 节点 处 的 四 个 关联 面 也 分 为 二 部 分 ， 且 每 部 分 中 
的 二 面 为 对 顶 的 ， 对 项 的 两 面 亦 称 为 相反 的 . 对 每 一 部 分 面 的 
集合 , 我们 还 可 引进 一 个 图 使 得 它 的 节点 为 此 部 分 中 之 面 和 两 
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节点 相 邻 当 且 仅 当 它 们 的 相应 面 是 相反 的 . 容易 证 明 ， 由 此 二 
部 分 面 所 得 的 二 图 互 为 平面 对 偶 . 

S Gs(Z) 是 此 二 图 中 那个 不 含 无 限 面 的 . 当然 ， 另 一 个 即 
它 的 平面 对 偶 GZ) 称 它们 为 交叉 序列 的 关联 图 .在 图 6.11 
中 ，Gs(2Z) 和 GS(Z) 分 别 用 虚 段 线 和 哄 点 线 表示 . 


引 理 6.1.3 对 于 一 个 交叉 序列 Seq, 两 图 GS(Z) 和 
Gs(Z) & OR ta 37. 

tt ”因为 Gs{2) fll G$(Z) EPMA Seq 是 在 它 俩 上 
由 $3.4 中 的 通 穿 规则 唯一 确定 的 一 个 迁 ， 由 定理 3.4.6 即 得 引 
理 . 4 


引 理 6.1.4 “对 于 一 个 交叉 序列 Seg, 令 
U(Int) = ((a,b)|V(a, b) € E(Int), 
[Int aM Int b| = 0 (mod 2)}. 


Wi, U(Int) € C-(Int), S G(D) t —^* 1- E38 5 Sr LEH. 
证 由 引 理 6.1.3 知 Gs(Z) 无 双 循 环 , 即 (3.4.3) FHI O = 9. 
这 样 ， 我 们 有 
E(Gs(Z)) 2 E « M 4 N. (6.1.3) 
Hi, ee MEN 分 别 由 ee (e) KR w(e) 所 决定 ， 由 定理 
3.3.6 知 {y(e)|Ve € =} 和 {ufejlye € 2} 分 别 生 成 Gs(2) 的 循 
环 空间 C(G.(z)) MEGA C^ (G.(Z)). 由 (3.4.8) 可 知 Int 
as (e) n w(a). mij, 有 
Ine cia}. Fee M: 


yia) = (6.1.4) 
Int o. Fee N, 
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(6.1.5) 
Int a, bec M. 


| Int auU{a}， 若 eEN 
w(a) = 
ALAM (a,b) € EUnt), BI b € Int a, 我 们 有 
[Int a (Int bU (5))| = [Int an Int b| +1 (mod 2). 


FA (6.1.4) 和 (6.1.5), 


(y(a),w(b)) (mod 2) —— aE N,bcM; 
[Int a Int b| = 
(w(a),y(b)) (mod 2) «a € M,b EN. 
由 空间 C(G.(Z)) fll C-(G,(Z)) WEZH, 
Hnt an Int b| = 0 (mod 2) 
es acMb¢ Mi:kae N.b d N. 
这 就 意味 U (Int) 是 GG) 的 一 个 1- 上 边缘 . 


事实 上 , 引 理 6.1.1-2 也 可 以 直接 由 Gs) 导出 . 因为 Gs) 
AAM, H (3.4.9) 即 得 引 理 6.1.1. X, 对 和 任何 (a,b) g E(Int), 
Hbg Inte flag Int b, 


Int bN (Int at (a]) = Int e (Int bU {8}) 


= Int aN int b. 
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然而 ， 由 (6.1.4-5), 可 得 
Int am (Int bU {b})| (mod 2), 


3MacN,becN; 
(Y(a),9(5)) = 
(int a U (a]) ^ Int b| (mod 2), 


34a € M,b € M. 


从 而 ， 
| (+(a),w(b)) (mod 2), Ha € N,b € M; 
[Int a Int b| = 


(7(b),w(a)) (mod 2), ža € M,b € N. 


Hi C(G,(Z)) Al C*(G,(z)) 的 正 交 性 ， 即 得 引 理 6.1.2. 

进而 ， 我 们 将 在 $6.3 中 论证 由 引 理 6.1.1-2 和 引 理 6.1.4 所 
描述 的 条 件 对 于 一 个 多 面 形 的 序列 为 交叉 序列 也 是 充分 的 , 这 
就 给 出 了 高 斯 狂想 的 一 个 回答 ， 


86.2 Dehn 定理 


令 Seg 是 字母 的 一 个 循环 序列 , 对 于 一 个 交叉 点 a € =, Bl 
Seq 中 出 现 的 字母 的 集合 , 将 Seg = aAaB AH Seq’ =a Atad B 
HERR FD FA, 用 和 。 表示 . 当然 ， 若 Seq 是 一 个 闭 
Hae z 的 交叉 序列 ， 则 厉 分 一 个 字母 就 是 臂 分 一 个 交叉 点 a 
使 所 得 的 曲线 Z 仍 为 一 个 闭 曲 线 . 这 时 Sea! 就 是 Z' 的 交叉 
序列 带 有 字母 w 的 两 次 出 现 . 由 于 a!' ABER BEER, Z 的 交叉 
点 可 以 想象 d 就 是 Z' 上 两 个 点 的 标记 ， 图 6.2.1 显示 了 这 个 
ZA. 这样， Seq’ = Xa(Seg) 被 称 为 曲线 Z 的 标定 交叉 序列 ， 
或 称 为 标定 序列 , 当 Seq 不 是 一 个 水 曲线 的 交叉 序列 时 ， 由 于 
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-一般 地 ALAS x 为 Xa 对 于 三 中 字母 的 一 个 给 定 的 线性 序 ， 令 . 


Seq = [J «(Seo (6.2.1) 
acc 
并 称 Seq 是 Seq 的 一 个 辟 分 序列 . BR, Seq 是 一 个 标定 序列 
且 其 中 所 有 字母 均 带 标记 ， 


A D A 
" "E P 
T c it ee ue 
(a) (b) 
图 8.2.1 


若 一 个 图 , 它 的 节点 为 Seg 上 所 有 带 标 记 的 字母 且 每 个 出 
现 两 次 和 二 节点 相 邻 当 且 仅 当 它们 是 相同 的 字母 或 者 它们 在 
Seg 上 相继 ， 则 称 之 为 序列 Seq( 当 然 ， 多面 形 的 ) 的 FOR. 并 
记 它 为 (Seq). 相应 Seq HAR Z, 自然 与 圆 拓扑 等 价 ， 被 
称 为 Z 的 劈 分 曲线 . 其 中 ，2 以 Seq 为 交叉 序列 . 


3 6.2.1 对 于 任 一 多 面 形 的 序列 Seq, 所 有 辟 分 图 
G(Seg) Ex (H 3- EM). # Seg 是 一 个 交叉 序列 ， 则 对 
FELWHEA-AREM, FOE G(Seg) X gil. 

证 ”因为 在 (Seq) 上 ， 每 一 个 节点 都 与 三 条 边关 联 : 一 
为 与 它 周 字 母 的 节点 ， 一 个 为 与 Seg 的 前 继 ， 和 第 三 个 为 与 它 
在 Seq 上 的 后 继 所 连 之 边 ， 引 理 的 前 一 个 说 法 显然 . 

事实 上 ， Seq 为 任何 一 个 不 自 交叉 的 Jordan 闭 曲 线 dd 
ALEF. WP ZA Seq 上 之 次 序 给 出 带 标记 的 点 、 由 于 G(Seg) 
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总 可 视 为 在 臂 分 曲线 2 的 交叉 点 时 将 臂 得 的 二 个 同 字母 的 点 
用 一 条 坦 线 段 连接 使 得 无 内 点 与 Z 公共 所 最 终 得 到 的 图 ， 由 
于 这 一 运算 是 在 平面 上 进行 的 ， 故 G(Seg) 为 平面 的 . 这 就 得 


到 了 后 一 个 说 法 . Pe 


对 于 一 个 曲线 Z 的 交叉 序列 的 臂 分 图 G(Seq), 壁 分 曲线 Z 
相应 G(Seg) h} — Hamilton BB. 由 于 G(Seq) 是 平面 的 ( 引 理 
6.2.1), 所 有 不 在 Z 上 的 边 可 以 分 为 两 类 {由 Jordan 定理 ): 一 
类 是 由 所 有 落 在 2 内 部 区 域 的 边 组 成 ， 称 为 745; 另 一 类 则 是 
外 的 由 所 有 在 Z 外 部 区 域 的 边 组 成 . 由 所 有 内 边 端点 所 组 成 
的 Seg 的 子 序列 (循环 的 ) 称 Seg 的 内 序列 . 相仿 地 可 知 外 序 
列 的 意义 . 当然 ， 不 管内 还 是 外 序列 均 是 多 面 形 的 . 一 个 多 面 
形 的 序列 ， 若 其 中 没有 交叉 的 字母 ， 则 称 之 为 DyckF. 


引 理 6.2.2 ”一 个 交叉 序列 Seg 的 任何 臂 分 图 G(Seq) 的 
Py #0 Hb EP E Dyck X. 


证 ”直接 由 上 述 讨 论 得 到 . f 


现在 , 我 们 可 以 讨论 辟 字 母 运算 的 逆 . 首先 , 在 (Seq) 上 
去 掉 不 在 Z 上 的 边 而 用 充分 接近 的 平行 线段 代替 . 然后 , 在 每 
一 条 边 的 端点 处 去 掉 二 平行 线 间 的 部 分 最后， 在 每 一 边 相应 
的 平行 线段 之 中 点 处 合 而 为 一 并 记 为 代表 这 边 端 点 的 字母 但 
不 带 撤 为 图 6.2.2 PR- 

设 对 于 所 有 不 在 Z 上 的 边 均 作 了 上 述 的 运算 .如 果 所 得 
到 的 是 一 条 闭 曲线 并 且 它 的 交叉 序列 就 是 Seg, 则 称 G(Sea) 为 
可 迹 的 ， 


引 理 6.2.3 # G(Seg) 是 一 人 交叉 序列 Seq HFAA, 
则 G(Seg) 是 可 迹 的 . 
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图 6.2.2 


证 “根据 上 述 由 G(seg) "EXE X AA, REŽE 
的 所 有 边 处 置 之 后 恰 得 一 闭 曲线 Z, 其 交叉 序列 为 Seg. 因此 ， 
G(Seq) 是 可 迹 的 . h 


对 于 任何 一 个 序列 ， 只 要 它 是 多 面 形 的 ， 不 一 定 是 交叉 序 
列 ， 均 可 得 到 辟 分 序列 和 臂 分 图 不过， 因为 它们 依赖 在 上 
线性 序 的 选择 ， 故 不 是 唯一 的 . 然而 ， 不 管 怎样 选择 三 上 的 线 
性 序 ， 只 要 有 一 个 劈 分 序列 可 以 划分 为 两 个 Dyck 字 并 进而 相 
应 的 劈 分 图 是 可 迹 的 , 则 任何 臂 分 序列 和 相应 的 劈 分 图 都 有 这 
些 性 质 . 


定理 6.2.1 ”一 个 多 面 形 的 序列 Seq 是 一 个 交叉 序列 当 
且 仅 当 它 的 艾 分 序列 Seq 可 以 划分 为 两 个 Dyck ERR A 
图 是 可 迹 的 . 

证 ”由 于 必要 性 可 直接 由 引 理 6.2.1-3 得 到 ， 我 们 只 证 充 
分 性 ， 因 为 Seq 可 划分 为 二 个 Dyck 字 ，G{Sea: 可 以 嵌入 到 平 
m EEA Dyck 字 确 定 所 有 那些 在 曲线 Z CA — 
个 确定 所 有 ŽRE. C= 2 39 G6(eq) HIBA Hamilton 
Sd. EMT, EF G Sep 是 可 迹 的 ， 则 道 过 在 © 229) 上 作 辟 分 
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之 逆 的 过 程 (如 上 所 述 ) 所 得 的 曲线 Z 就 以 Sea 为 交叉 序列 ， 
y 


引 理 6.2.4 ”对 于 一 个 多 面 形 的 序列 Seg, HAD Seq 
的 交叉 图 GU) 是 二 部 的 当 且 仅 当 Seg 可 划分 为 二 个 Dyck F. 

证 ACO 是 二 部 的 , 则 它 的 节点 集 字 (Int) = Vie Vs. 就 
是 说 在 V (Sk 5) 中 的 任何 一 对 节点 在 Seq 上 均 是 不 交叉 的 ， 
HE, Seq 被 划分 为 二 个 子 序列 , 一 个 由 六 的 所 有 字母 组 成 
另 一 个 由 Vo 中 所 有 字母 组 成 从而， 它们 确定 了 二 个 Dyck 字 
划分 Seq. 必要 性 得 证 . 

Kz, Seq 的 二 个 Dyck FRET Unt) 被 划分 为 二 个 部 
分 .它们 分 别 由 这 两 个 Dyck 字 中 的 字母 组 成 ， 这 就 得 到 了 充 
分 性 . b 


定理 6.2.2 一 个 多 面 形 的 序列 Seg 是 一 个 交叉 序列 ， 当 
且 仅 当 其 劈 分 序列 的 交叉 图 CD) XE-gmE28c(seg) 
是 可 迹 的 . 

证 ”由 引 理 6.2.4 和 定理 6.2.1 即 得 定理 . 4 


对 于 一 个 多 面 形 的 序列 Seq, 若 它 的 臂 分 图 G(Seq) 是 平面 
的 , 令 Z 为 那个 与 臂 分 序列 Seq 相应 的 Hamilton 圈 . Fin(Seg) 
和 Fou (Seq) 分 别 为 2 的 内 部 和 外 部 所 有 面 的 集合 ，Ein(Segq)( 或 
Bout(Seq)) 为 的 内 部 (或 外 部 ) 的 所 有 边 的 集合 . my, 我 们 可 
以 造 一 个 新 图 , 称 之 为 Seg 的 P-C 图 并 用 Gc(Seq) = (Voc, Epe) 
表示 . 其 中 ， 


| Ve = (fI € Fin(Seq)}; 
(6.2.2) 


Ep = ED + EQ 
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和 
EW = {(h. fa)Vfi, fa € Veo fi adj fo}: 


EQ = (fi. faale, v) € Ex (eq), V 
(u ind fi) ^ (v ind f). 


因为 G,.(Seq) HRA EIE IE E(B f e Vp EE f € Fin(Seg) 
内 的 一 个 点 ， (hof) € BO 是 一 条 与 AA Jo 的 公共 边界 交 
义 的 曲线 ， 和 (A, fo) e EGO 为 通过 Ez (Seq) 中 那 条 端点 在 A 
和 j 边界 上 的 边 : 分 别称 BLP 和 ES 为 Ep Wy RR Ald 
过 TR. ME HE 3.4.6, 我 们 也 可 造 另 一 个 图 ， 称 为 Seg 
的 C-PR 并 用 G.,(Seq) 表示 ， 它 可 由 (4.2.2) 中 将 E CSeg) 和 
Eou(Seq) 分 别 用 Four(Seq) 和 Ein(Seq) 代替 而 得 到 ， SAW 
UE, Gep(Seq) = Gt.(Seq), BI G, (Seq) BEM RAIS Seq 是 
一 个 交叉 序列 ， 则 
Gy. (或 Gen) (Seq) = Gs: 
(6.2.3) 
Gi, (BR Go. )(Seg) = G5. 


若 用 §3.4 中 的 通 穿 规则 对 G,.(Seq) 所 得 的 迁 的 集合 TTr 仅 
含 单一 个 迁 ， 并 且 次 序 与 Seg 一 致 ， 则 称 G,.(Seq) 为 TT. 可 
ub) wx X pub) 当然 ， 由 定理 3.4.6 可 知 ， 可 迹 性 意味 在 
GefSegj( 同 样 地 ， G。(Seg)) 土 无 双 循环 . 

引 理 6.2.5 对 于 一 个 多 面 形 的 序列 Seg 的 一 个 平面 
os FYB C(Segj( 如 果 存 在 的 话 )，G(Se9) 是 可 迹 的 当 且 仅 当 
GpclSeq) 是 通 穿 可 迹 的 . 

证 ”由 于 用 83.4 中 的 通 穿 规则 在 G(Seq) 上 所 得 的 单一 
个 迁就 是 在 G(Seg) 上 依 辟 分 之 道 过 程 产生 所 有 交叉 点 所 得 的 
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那 条 闭 曲线 ， 故 充分 性 成 立 . 反之 ， 上 述 产 生 所 有 交叉 点 的 那 
条 闭 曲 线 怡 为 由 通 穿 规则 在 G(Seg) 上 所 得 的 那个 迁 ， 从 而 ， 
必要 性 成 立 . b 


引 理 6.2.6 对 于 一 个 多 面 形 的 序列 ,一 个 辟 分 图 G(Seg) 
是 可 平面 的 当 且 仅 当 其 辟 分 序列 Seg 可 以 划分 为 两 个 Dyck F. 

证 ”由 引 理 6.2.1 知 G(Seg) 是 立方 的 .因为 G(Seq) 是 平 
面 的 , PE Hamilton 图 多 上 的 边 可 划分 为 二 部 分 : 一 部 分 由 所 
有 那些 在 Z 内 部 的 边 组 成 ， 而 另 一 部 分 则 是 由 所 有 外 部 的 边 
组 成 . 由 3- 正则 性 (BD 3r JP), 这 些 边 的 任何 二 条 均 不 相 邻 ， 
从 而 ， 在 每 部 分 中 ， 边 的 端点 的 代表 字母 形成 一 个 Dyck F. 
这 就 得 到 了 必要 性 . 

反之 , 将 一 个 Dyk 字 关 联 的 边 放 入 在 闭 曲线 闷 的 内 部 或 
外 部 ,， 即 可 得 G(Seq) 的 一 个 平面 嵌入 ， 从 而 , 它 是 可 平面 的 
充分 性 得 证 . h 

定理 6.23 一 个 多 面 形 的 序列 Se 是 一 个 交叉 序列 ， 
当 且 仅 当 它 的 劈 分 图 是 可 平面 的 并 且 其 P-C 图 Gy(Seg) 是 通 
穿 可 迹 的 . 

证 ”由 引 理 6.2.5-6 和 定理 6.2.1 即 得 定理 . t 
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一 个 单 面 的 多 面 形 Y, 对 于 每 个 字母 a 若 在 区 上 的 二 次 
出 现 具 有 相同 的 短 则 在 此 二 出 现 之 间 所 有 仅 出 现 一 次 的 字母 
他 表 的 边 形成 一 个 主 循环 ye). (arla) = 1, 和 车 它 的 二 次 出 
RE RE AOR, 则 此 二 出 现 之 间 所 有 出 现 一 次 的 字母 代表 的 
当 形 成 一 个 主 上 循环 vla). (waa = 1. WR E Dy teh. fm 
X iE ASH Seg 的 罕 母 看 以 划分 为 二 部 分 AN 
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使 得 在 M 中 的 每 个 字母 的 二 次 出 现 的 筹 相同 和 N 中 的 字母 的 
二 次 出 现 的 敌 不 同 得 到 一 个 奇异 的 多 面 形 ， 则 也 称 Seq 是 t 
Heth. 


引 理 6.3.1 —ALRERAR G 是 可 平 看 的 ， 当 且 仅 
X EA dE E EUN EIE EXON HERE EN. 


证 ”因为 G 是 平面 的 并 且 无 双 循环 ,由 定理 3.4.6 可 知 用 
通 穿 规则 在 G 上 只 得 一 个 迁 9. 由 83.4 中 所 讨论 的 ， 易 验证 ¢ 
是 一 个 奇异 的 多 面 形 ， 从 而 ， 必 要 性 成 立 . 

反之 , 设 Sin 为 由 c 的 那个 奇异 多 面 形 所 确定 的 奇异 序 
列 ， SOA GC 在 曲面 上 的 这 样 一 个 嵌入 使 得 在 每 个 节点 处 的 
旋 与 用 83.4 中 的 通 穿 规则 得 到 的 那个 迁 所 确定 的 一 致 、 下 面 证 
朋克 是 一 个 多 面 形 (当然 ， 可 定向 的 ), 具有 一 v+2 个 面 而 且 
它们 全 是 依 62.1 中 的 旅行 规则 所 得 到 的 . 对 G 的 度 s 行 归 纳 
法 . 4e 较 小 时 ， 易 验证 ， 一 般 地 ， 分 二 种 情形 讨论 . 


图 6.3.1 
情形 1 Jac M, y(a) = Inta, (a, y(a)) = 1. $ G' 2» G—a. 


设 Sin = aAaB, lll Sin! = AB IO XE T G' 的 那个 奇异 序列 ， 
如 图 6.3.1 所 示 . 因为 G 没有 双 循 环 , 由 引 理 3.42 40 G' 也 没有 
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AES. 用 归纳 假设 , xX-—TR7G-1-v-2-s-v«1 
个 面 的 可 定向 多 面 形 ， 由 于 Y AREA 工 的 旋 所 限定 在 X 上 
的 ， 则 a 的 二 个 端点 在 同一 面 边界 上 ,不妨 假设 ， 琵 面 之 形式 
为 (CD), 这 样 就 有 


XzX-(CD)bcr(C.a D} (6.3.1) 


^ GW-Tü:-v-2 WB) E TRUE. 


(a) (b) 
图 6.32 


情形 2 See N, wa) = Int a, (a,«(2)) 2 1. 6 G" —G.a 
为 在 G 上 收缩 a 所 得 的 图 . 设 Sin = aAa B. 因为 G 无 双 
循环 ， 则 由 引 理 3.4.2 知 G" ERARA. ME ERAH 
Sin" = AB~ (如 图 6.3.2 Bras) 为 对 于 G" 的 那个 奇异 多 面 形 . 
由 归纳 假设 ，G" 是 一 个 具有 (c-1-(-1-2-2s-v-2Hil 
的 可 定向 多 面 形 X" 的 基准 图 ， 今 


E” = ((a), C, D). (6.3.2) 


其 中 ，C 和 D HEAR CAE a 得 到 的 节点 关联 的 二 个 面 ， 由 与 
情形 1 相仿 的 理由 ， 有 
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| = (X(a},Ca,a71D) (6.3.3) 
就 是 G 的 具有 一 v+?2 个 面 的 可 定向 多 面 形 . 

从 而 ， 由 推论 32177 GRAV. 这 就 得 到 了 充分 

Te. t 


OE 6.3.2 一 个 多 面 形 的 序列 Seq -ARF 
当 且 仅 当 它 是 奇异 的 . 

证 ”由 引 理 6.1.3 知 Gs 没有 双 循 环 . 进而 ， 由 引 理 3.4.3 
知 交 叉 序 列 Seq 上 的 字母 可 划分 为 二 类 : MAN. 而且， 由 
定理 6.2.3 知 Gs 是 可 平面 的 ， 从 而 ， 千 引 理 6.3.1 得 Seq AA 
AA. 必要 性 得 证 ， 

RZ, B Seq 是 奇异 的 ， 由 引 理 6.3.1 知 与 Seq 的 关联 
图 Gs 同 构 的 基准 图 是 可 平面 的 并 且 无 双 循 环 . 然 ， 由 83.4 中 
的 通 穿 规则 所 得 到 的 那个 迁 恰 以 Sea 为 其 交叉 序列 , 这 就 得 到 
了 充分 性 . 1 

定理 6.3.1 ”一 个 多 面 形 的 序列 Seg 是 一 个 交叉 序列 ， 
当 且 仅 当 其 交叉 图 GU) 具有 如 下 性 质 : 

GO 是 Eujer K; 

(ii) Va, b € V(Int) ((o, 5) g E(Int)), 


lInt a Int f| - 0. (mod 2); 
(iii) Unt) 为 一 个 1- 上 边缘 . 
证 ”由 引 理 6.1.1-3 即 得 必要 性 . 
只 需 证 充分 性 .由 性 质 Gii, Vint) = E(Seg) 可 划分 为 M 
和 N 使 得 


U(Int) = {(a, 6)|\Va € M, Vb € N,(a,b) e E(Int)). (6.3.4) 
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4 Gs 为 那个 由 赋 M 中 字母 的 二 次 出 现 以 相同 的 餐 和 NN 中 字 
BERS KSLA BREDA Seg 得 到 之 多 面 形 的 基准 图 ,如果 定 
X 


Int aU (a), Hac M; 
ysla) = (6.3.5) 


Int a, 348€ N, 


Int a, ac M; 
pe (6.3.6) 
Int eU (a), a€ N, 
则 有 以 下 论断 . 
论断 1 va,b € E(Gs) = E(Seq), (vs(a), ws(a)) = 0. 
证 ”车 否 ， 设 对 某 ab e E(Gs), (Ys(a),ws(B)) = 1. 则 由 
(6.3.5-6), 有 


Int a = 0 (mod 2), 由 性 质 (i), Ha = b; 
(ys(a),ws(a)) = 4 |Int aM Int 5| 2 0 (mod 2), 由 性 质 (ii), 
35 az 2 和 (a,b) g E(Int). 


Xit, RAF azbH (a,b) € E(Int) 的 情形 . 车 a,b 同 在 M 
中 或 同 在 NH, RU 
(ys(a), ws(b)) = |(Int au (a)) n Int b| (mod 2). 


但 ， 由 性 质 (iit) 有 [Int an Int | = 1 (mod 2). 这 就 意味 (ys(a)， 
ws(a)) = 0 与 假设 条 件 矛 盾 ， 若 a 和 6 中 一 个 属 M, 另 一 个 属 
FN, 则 由 性 质 (3) 有 


(*s(a),ws(a)) = |Int an Int b| = 0 (mod 2). 
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X SB EUIS. 从 而 只 能 论断 成 立 . h 
论断 2 Gs ARH. 
证 首先 AA vysla) 是 Gs 中 的 一 个 迁 ， 有 


ys(a) € Ker 由 = C(Gs), 


BH Gs 的 循环 空间 .由 论断 1, wa) € C^ (Gs), BI Gs 的 上 循环 
空间 ， 然后， 由 (6.3.5-6), 有 


Va € E(Gs), a = ysla) + ws(b). (6.3.7) 


从 而 ， 由 (3.4.1-3) 可 知 Gs 无 双 循 环 . 即 得 论 渐 . 4 


论断 3 Gs 是 可 平面 的 . 


证 ”出 上 面 的 论断 1-2 知 对 任 一 a € E(Gs), ys(a) 和 
ws(a) SR A C BS ERA E EBM. 进而 ， 由 Gs 的 定义 那 
个 以 Gs 为 基准 图 的 多 面 形 确 定 了 Gs fE— T- EB A TRE RE 
入 是 奇异 的 . 由 引 理 6.3.1 即 得 论断 ， t 


Bi TE 3, Gs 的 单 面 嵌入 中 的 那个 面 与 在 Seq 上 的 次 序 
一 致 ， 从 而 ， Seg 是 奇异 的 ， 引 理 6.3.2 导致 定理 成 立 . E 


因为 高 斯 首先 发 现 定理 6.3.1 FR (i) 和 Gi), 我 们 称 
满足 条 件 (i) 和 Gi) 的 多 面 形 的 序列 为 高 斯 序列 . 利用 与 定理 
54.2 的 证 明 相仿 的 方法 ， 我 们 可 以 从 定理 6.3.1 进而 得 到 如 下 
MES 


定理 6.3.2 今 Seq 是 一 个 高 斯 序列 ， G(T) 为 它 的 交 * 
SEG OE EU n T RMS 
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1, š% eeU{Int); 
Ve € E(Int), wle} = ^ (6.8.8) 
9 和 否则 ， 


则 ， 下 面 的 说 法 是 等 价 的 : 
G) ”Seg 是 一 个 交叉 序列; 
(2) GU) RARE: 
(3) GU) 没有 奇 权 基 本 图 ; 
(4  Umt) A GU) 的 一 个 1- Ei 
(5 GU) 是 平衡 的 . t 


现在 , Sei RI LUE SURE SEHE PU A PEG £E 9l — T SUN 
赖 G(T) 本 身 . 或 者 说 它们 都 是 高 斯 猜想 的 条 件 . 

这 里 ， 需 要 特别 指出 的 是 ， 如 果 Seq 为 一 个 交叉 序列 ， 
则 由 引 理 6.3.2, 相应 多 面 形 的 基准 图 Gs 与 Gr 或 者 它 的 对 偶 
G%( 它 们 均 在 862 中 给 出 } 同 构 而且， 不 依赖 于 在 确定 这 些 
图 时 作 辟 分 运算 的 次 序 的 选择 . 但 ， 如果 Seg 不 是 交叉 序列 ， 
虽然 有 时 Gps B Gt. 可 以 被 确定 ， 却 绝 不 可 能 与 相应 Seq 的 任 
何 一 个 可 迹 的 多 面 形 基准 图 Gs [a] fJ. 

S Seg = acbdadcb, 其 交叉 图 GU) 如 图 6.3.3(a) 所 示 . EAS 
是 Euler 图 . 从 而 ， Seg 不 是 一 个 交叉 序列 然而 ,其 辟 分 序列 
Seq = Agr Aa Seq = a'b/c'a!d'c'd' A Goo 如 图 6.3.3(b) 所 示 . 
它 无 双 循 环 但 不 是 可 迹 的 . 

车 一 个 多 面 形 的 序列 Seg 具有 形式 Seq = CD 使 得 如 果 将 
CH D 均 视 为 循环 序 时 ， 它 们 均 为 多 面 形 锡 ， 则 称 Seq 为 可 
84, 进而 , 车 C 各 作为 多 面 形 的 序列 均 不 再 可 分 离 , 则 . 
它们 均 被 称 为 Seg 的 连通 片 . 当然 ,一 个 不 可 分 离 的 多 面 形 的 
序列 本 身 就 是 一 个 连通 片 . 
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(a) (b) 


f 6.3.3 


238 6.3.3 ”一 个 交叉 序列 Seg 本 身 是 一 个 连通 片 ， 当 
县 仅 当 其 P-C 图 Gr 3X — ^ XII A RES). 


证 ”因为 Seq 是 一 个 交叉 序列 ， 则 定理 6.3.1 中 所 定义 的 
图 Gs 与 Seq 的 P-C 图 同 构 ， 完 证 必要 性 . 设 Gs = GL UG, 
H GaGa = {v)},v 为 Gs 的 一 个 节点 由 于 据 引 理 6.2.5 知 Gs 
是 可 平面 的 而 且 无 双 循 环 ， 则 由 83.4 中 的 通 穿 规则 在 Gs 上 得 
到 的 那个 唯一 的 迁 a 必 具 有 形式 4 = AB = Seq 使 得 其 中 的 A 
由 Gs,i = 1,2, 之 一 中 的 代表 边 的 字母 组 成 和 B 为 由 另 一 个 的 
代表 边 的 字母 组 成 从而， 序列 Seg 是 可 分 离 的 ， RZ. BE 
面 方法 的 逆向 过 程 即 可 得 充分 性 ， h 


引 理 6,3.4 ”对 于 一 个 交叉 序列 Seg, 它 的 P-C 图 Grel Seq) 
是 一 个 块 当 且 仅 当 它 的 交叉 图 GUO) 是 连通 的 . 


证 ”因为 G( 站 是 连通 的 ， 当 且 仅 当 它 的 相应 的 序列 Seq 
是 一 个 连通 片 . 由 引 理 6.3.3 即 得 欲 证 ， H 


定理 6.3.89 一 个 交叉 序列 Seq 有 7(> 1) hi 4A 
仅 当 在 平面 上 有 27-5 个 拓扑 不 等 价 的 闭 曲线 使 得 Seg 为 它们 
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公共 的 交叉 序列 ， 

证 ”由 于 Seg 是 一 个 有 (> 1) 个 连通 片 的 交叉 序列 ， 引 
BB 6.3.3-4 表明 定理 对 7 = 1 的 情形 成 立 . 对 > 用 归纳 法 ， 设 
Seq = AB 使 得 Seg; = B 为 一 个 连通 片 ， 从 而 ， Sean = 4 有 
>~1 个 连通 片 ， 从 定理 6.3.1 的 证 明 过 程 可 知 一 个 交叉 序列 仅 
由 一 个 闭 曲 线 表 示 ， 当 且 仅 当 它 本 身 是 一 个 连通 片 . 因为 这 时 
Seq 中 字母 仅 有 一 种 方式 由 Unt) 划分 为 M M N 以 及 Mi 
和 Ni A Seq 中 字母 之 划分 ，i = 1,2, WERE M AN, 之 
下 (Mi U M2, Ni U N2} 和 {MUN2,NiU Ma} Wy Seq 的 二 个 划 
Sy. 从而， 由 它们 可 得 Seq 的 二 个 拓扑 不 等 价 的 实现 . 由 归纳 
假设 ， Seq 有 2079-1 2277? 个 不 同 的 实现 ， 因 此 ， Seg 共 
fao = 2" -1 个 不 同 的 实现 ， 这 就 得 到 了 必要 性 , 

反之 ， 用 与 定理 4.3.4 的 证 明 相 仿 的 讨论 即 可 得 充分 性 . 

] 


86.4 uic 

6.4.1 本章 所 讨论 的 问题 是 由 高 斯 首先 提出 和 研究 的 
[Gaui]. 他 猜想 交叉 序列 的 表征 仅 依赖 交叉 图 并 且 发 现 了 定理 
6.3.1 中 的 前 二 个 条 件 ， 然 ， 那 时 他 未 能 解决 . 此 问题 的 第 一 
个 解决 者 是 M.Dehn [Det]. 但 ， Dehn 的 解答 如 定理 6.2.1 所 
” 述 与 高 斯 所 猜想 的 全 然 不 同 . 如 高 斯 所 狂想 的 第 一 个 表征 是 由 
L.R.Treybig ARAI [Tri]. 然而 ,方法 其 为 复杂 尤 不 适 于 计算 . 
进一步 的 讨论 可 参见 [Fr1], [Liu31], [Ma1], [Ro4], [RoR1], [RR1], 
[ri] 和 [Wht9]. 

6.4.2 ”关于 算法 ，Dehn 的 方法 如 定理 6.2.1 所 建议 的 相 
当 简 单 . 事实 上 , 算法 复杂 性 为 O(n?),n 为 序列 中 字母 的 数目 . 
不 过 Dehn 的 文章 如 Grunbaum 所 说 相当 长 而 且 不 易 读 [Grull. 
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男 一 方面 ， 基 于 高 斯 猜想 的 算法 如 定理 6.3.1 所 示 为 O(n3). È 
是 由 Read 和 Rosenstiehl 所 发 现 的 . 不 管 怎样 ， 基 于 定理 6.2.3, 
利用 在 87.1 中 将 会 讨论 的 判定 3- 正则 Hamilton 图 的 平面 性 的 
结果 可 以 设计 一 个 O(n) 的 算法 ， 进 而 ， 对 于 一 些 推广 的 问题 
也 可 得 到 O(n) 的 算法 . 这 方面 的 结果 可 参考 [Ro4], ( RT2] 以 
及 {Liu27]. 

6.4.3 KT 4 正则 平面 图 有 二 个 互 为 平面 对 偶 的 关联 
图 与 G(2) 有 Gs(2) 和 G$(2) 一 样 ， 曾 被 用 来 计数 平面 四 边 形 
Hat. 异 此 ， 又 导致 有 根 平 面 3- 网 的 计数 ,这些 可 参见 Mullin 
和 Schellenberg 的 文章 [MuS1]. 


6.4.4 这 里 的 交叉 图 与 第 五 章 中 以 及 进而 在 第 七 章 讨论 
的 平面 性 辅助 图 似 有 异曲同工 之 妙 . 

6.4.5 ”本 章 的 理论 在 研究 拓扑 学 中 的 纽 结 问题 时 起 重要 
作用 . 这 一 点 将 会 在 第 十 五 中 看 到 . 


$7.1 EMERE 


首先 ， 我 们 讨论 有 关 立 方 的 ， 或 者 说 3- 正则 图 当 确 向 树 
在 一 个 Hamilton 圈 上 的 情形 下 平面 性 判定 与 确立 平面 嵌入 的 
问题 . 已 经 在 第 六 章 中 看 到 了 ， 这 类 图 对 于 高 斯 交叉 问题 尤为 
重要 ， 实 际 上 ， 一 个 交叉 序列 的 壁 分 图 就 是 这 类 图 —— 


引 理 7.1.1 “对 于 3- 正则 图 G, 其 上 有 一 个 确 向 树 Tod 
为 路 (特别 地 ， 在 一 个 Hamilton 圈 上 )， 有 事实 : 每 一 个 上 树 这 
4€ Tod* 在 AuzolG) 中 伴随 至 多 两 个 变量 . 其 一 为 树 变量 ， 另 
一 个 为 上 树 变 量 ， 

证 ”由 3- 正 则 性 ， 任 何 二 个 基本 圈 Ca Cs, œ, 8 € Tod", 
若 有 公共 节点 则 必 有 公共 边 . 不 失 一 般 性 ， 可 设 h(a) < A). 
其 中 ， < 为 85.4 中 所 提 到 的 在 一 个 确 向 树 上 的 偏 序 集 (V; <) 
中 之 序 关系 . 由 定理 5.3.2 知 与 CeU Cp 关联 的 两 个 变量 中 一 个 
为 树 变 量 另 一 个 为 上 树 变 量 . 用 ye 表示 后 者 . CH 6 与 那 条 从 
(8) 发 出 的 树 边 所 形成 . 用 re 或 者 x 表示 前 者 . 因 Tod 是 一 
条 路 ， 它 分 别 对 应 a 或 那 条 从 tla) 发 出 的 树 边 ， 当 tla) < #8); 
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对 应 6 或 那 条 从 (3) 发 出 的 树 达 ， 否 则 ， 庄 于 ye za 分 别 
为 与 5 和 a 关联 的 唯一 的 上 树 变量 和 树 变量 ， 即 得 引 理 ， — 6 


由 这 个 引 理 ， 我 们 可 以 看 出 ， 对 于 G, 其 平面 性 0- 辅助 图 
Auzo(G) 的 阶 在 3- 正则 的 条 件 下 是 G 的 阶 的 一 个 线性 函数 ， 
(A, Auzo(G) METRE G 的 阶 的 一 个 二 次 函数 .为 了 减少 
平面 性 辅助 图 的 度 ， 可 以 想象 分 为 二 个 阶段 : 其 一 为 判定 平面 
性 求 出 Auzo(G) 的 一 个 子 图 使 得 它 有 奇 权 图 当 且 仅 当 4uzofG) 
ARE; 其 二 是 为 将 一 个 可 平面 图 嵌入 到 平面 上 使 得 这 个 于 
图 的 连通 片 的 数目 与 4uzo(G) 上 的 相同 ， 并 且 它 的 度 愈 小 您 
好 . 

由 于 Tod 是 一 条 路 ， 偏 序 集 (V, <) 确定 了 一 个 线性 序 ， 今 
Seq 为 节点 处 相应 的 与 此 线性 序 一 致 的 变量 序列 ， 且 ， Seg 的 
最 小 和 最 大 元 分 别 记 为 y om. 这 时 ， (yz) 必 为 G 的 Hamil- 
ton 图 上 的 那 条 上 树 边 ， 一 个 子 序列 Sub = jpyayy rara. (或 
Volley. Tatar.), Y < js < Ya; La < £4 X xz( 或 y X Va < Va, 


Eq < ty m), WRF l,l =k (mod 2), k > 1, 使 得 
PET 
2 II vers bz; 


(8g. 2) = "n (7.1.1) 
Ugo Vas k — 1, 
HEP gia = yr, k > 2; ys, k= 1 Hl 
i-i 
2 II Hat oat 
(yy By) = sima. (7.1.2) 


VaT8Ctof-, i=] 


其 中 = zi. > 2; zy, 1 = 1 或 如 果 存 在 一 个 上 =1 (mod 2), 
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k > 3, 使 得 Seg(G) 有 如 下 的 子 序列 : 


k—1 . 
(fo. Ža) = YkYy ( II 2 TgT| 


i=1 


RUP ga = yr M ža = 21), WAZA RAH. 


图 7.1.1 . 


引 理 7.1.2 ”一 个 确 向 树 Tod 在 Hamilton W E f 3- 正则 
图 G 是 可 平面 的 当 且 仅 当 Sea) 不 含 禁用 的 子 序列 . 


证 ” 先 证 必要 性 . 设 Seq(G) 有 一 个 禁用 子 序列 Sub = 
gpyasnzpza5y 则 ， 由 于 我 们 总 能 在 Auco(G) 中 发 现 一 个 奇 权 
图 ， 如 图 7.1.1 对 于 形式 (7.1.1-2) k= 1 l= 3 所 示 ， 从 定 
理 5.41 可 得 G 必 为 非 可 平面 的 ， 注 意 ， 在 图 7.1.1 (a) 中 ， 粗 
线 表 示 Tod. 而 在 图 7.1.1 (b) 中 ， 粗 线 表示 权 为 1 和 箭头 显示 
了 依 Sub 的 线性 序 求 出 一 个 奇 权 图 的 过 程 . 

反之 ， 用 对 于 一 般 3 正则 Hamilton 图 的 引 理 6.2.6, 借助 
于 榴 举 可 能 之 情形 即 可 发 现 只 要 G 是 非 可 平面 的 必 导 致 一 个 
禁用 子 序列 的 出 现 . h 


只 要 G 被 确定 是 可 平面 的 (因为 假定 G 是 3- 正则 的 且 有 
一 个 确 向 树 Tod 在 一 个 Hamilton 医 上 ， 可 以 用 引 理 7.1.2 的 证 
明 中 提 到 的 方法 ), 我 们 总 能 沿 G 上 出 Tod 所 确定 的 线性 序 求 得 
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Auzo(G) 的 一 个 支撑 森 使 得 它 的 连通 片 的 数目 与 4wzofG) 的 相 
ll. 并 且 , 称 这 样 的 森 为 G 的 平面 性 c- 辅助 图 , 记 为 4uzrefG). 
为 了 使 G 的 浸入 是 唯一 确定 的 , 我 们 总 是 将 其 上 的 那个 Hamil- 
圈 作 为 平面 上 的 一 个 Jordan AAR. 所 有 不 在 这 个 圈 上 的 
WERT HRS AY (如 内 部 ， 或 外 部 ), 这 时 , 方程 (5.3.5) 
必 为 如 下 形式 : 


Ya + To = 0, Va € Tod"; 
Ya +z =}, Va, ß € Tod* (7.1.3) 
(Ya < ta < ta < Tp). 


由 (71.3) 中 的 第 一 类 型 的 方程 ， 所 有 的 解 必 为 ze = Ya, 
a € Tod*, 之 形式 ， 从 而 ， 上 树 边 可 以 分 为 二 类 : 
As = {alVa € Tod*, yo = Ta = 0); 
(7.1.4) 
A; = {alVa € Tod*, yo = wo = 1}. 


定理 7.1.1 ”任何 一 个 3- 正则 可 平面 图 如 若 有 一 个 确 向 
树 Tod 在 一 个 Hamilton 圈 上 ， 则 必 有 这 样 的 一 个 平面 嵌入 使 
得 所 有 A TP RHEE Tod 的 右 (或 左 ) dli BUE A + NEP 
X Tod HA (RA) W. 

证 ”由 定 理 5.4.1 可 知 方程 (7.1.3) 在 Aue (G) 上 的 任何 一 
组 解 均 可 以 延 拓 到 Auao(G) E. 按照 (7.1.3) 的 第 二 类 方程 , 如 
JR o, 8 € Tod* 在 上 述 的 温和 人 中 交叉 , 则 它们 不 可 能 属于 (7.1.4) 
中 之 同一 类 . BP, ac 4o 3 € A1, 或 者 ae 机 和 Be Ao. 从 
而 ， 定 理 得 证 . 1 


男 一 方面 ， 也 许 人 们 会 想到 利用 Auzi(G). 间 样 地 ， 对 于 
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3- 正则 的 图 但 其 三 有 一 个 确 癌 树 是 路 ， 不 限定 在 Hamilton 图 
E AA Tod 是 一 条 路 ， 在 由 (5.4.6) 所 定义 的 Tod" 上 ， 或 相 
应 地 VI(G) 上 的 偏 序 * < 变 为 如 下 确定 的 线性 序 : 


ax < 3 ==> h(a) < (B). 


进而 , 还 允许 我 们 定义 另 一 个 在 Tod' (SARAH Xe(T)) 上 的 线 
HF, H <* 表示 : Ya, b EeYodr(za,za € XG(T)), 


a <+ B (SX, tq <* £p) 4> ta)<tO). (7.1.5) 
由 引 理 7.1.1, 在 这 里 ， 有 
eT € v. (7.1.6) 


对 于 一 对 上 树 变量 (ya vo), 若 在 .< 或 者 就 3- 正则 的 情形 
同样 地 < 之 下 ， a 覆盖 6, o Wk 8 FRR. Uo 和 5 被 称 
为 相继 的 . 

4 A(G; Tod’) 是 所 有 那些 Ao(G;Tod*) 中 的 相 邻 而 且 相 
继 的 上 树 边 对 的 集合 当然， 如 (5.4.9) 所 定义 的 总 有 


Aos(G; Tod*) € Ao(G; Tod*) C E},,(G) 
和 在 3- 正则 情形 下 ， 
|Aos (G; Tod*)| < v(G). (7.1.7) 


记 Aon{G;Tod*) = Ap(G;Tod*) — Ao,(G; Tod*). 由 于 对 任何 
(Ja; yg) € Aon(G; Tod"), 从 (5.4.8) 和 (5.4.10) 可 知 总 有 £ € Tod* 
出 现在 引 理 5.4.7 所 定义 的 类 型 C 中 使 得 


h(a) < RE) < h(By 
t(£) < (t{a), t()). 
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4 tf0) = maxt(£), HP E FORA LRH. 定义 一 
ARBRES T: Aon(G; Tod*) 一 Xoin) 使 得 


T(Ya Y8) = ze. (7.1.8) 


引 理 7.1.3 映 象 7 是 一 个 单 射 . 


证 用 反 证 法 . 不 失 一 般 性 ， 假设 (Yas ya) (Yy; ys) € Aon 
(G; Tod*) 使 得 r(ya,yp) = r(y, v) = re Ha « 8,7 < 6RI 
(a, B) # (5,6). 由 ze HEX, (hla), MA) E (H), AE) 不 允许 
是 交错 的 . 因此 ， 不 计 对 称 性 只 可 能 有 两 种 情形 发 生 . 

情形 1 hla) < (7) < h(E) < R(6) < h(8) BAZ hla) < 
h(y) 就 是 h(6) < h(8). AAW (uu us) € Ao(G; Tod"), BB y Fl 6 7E 
类 型 C 中 ， 我 们 有 max(t(5),t5)) < min(t(0),:(08)). 然而 ， 由 
于 t(£) x min(t(), t()), 必 有 T(Va; ya) * Te- H T(Va; V8) = Xe 
BY BSE 2e (EAT JR. 

情形 2 hiy) < hla) < h(E) < h(8) < h(6). 因为 (ya, ys) € 
A(G; Tod"), WA t(£) < min(t(a),t(8)). 又 与 r(yy,ys) = ze 之 
条 件 矛 盾 . 

从 而 ， 只 能 引 理 成 立 . 1 


由 (7.1.6) 和 引 理 7.1.3, 即 得 
|Aon(G; Tod*}| < (G). (7.1.9) 


进而 ， 由 于 在 这 里 之 情形 下 ， 很 据 引 理 5.4.6, 每 一 个 树 变量 至 
多 关联 一 对 上 树 变量 使 得 在 类 型 4 或 类 型 B PHA, k 


|A (G; Tod*)| < v(G). (7.1.10) 
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定理 7.1.2 ”对 任何 3- 正则 且 有 一 个 确 向 树 为 路 (不 一 
定 在 Hamilton WE) 的 图 G, 有 


LEL(G)| € 3v(G). (7.1.11) 


证 F649 和 上 面 所 讨论 的 ， 有 
E2,(G) = Aos(G; Tod") + Ao. (G; Tod*) + A1(G, Tod"). 
WW, H (7.1.7), (7.1.9) 和 (7.1.10) 即 得 定理 . h 


相仿 地 , 对 于 任何 有 一 确 向 树 Tod 为 路 的 图 G( 不 一 定 是 3- 
正则 的 ), 内 为 引 理 7.1. 1 和 (7.1.5-10) 均 可 延伸 到 这 种 情形 , 其 
平面 性 1- 辅助 图 Auzi(G) 也 满 是 关系 (7.1.11). 正如 [Sunt] 中 
所 示 ， 需 要 特别 指出 的 只 是 (7.1.8) 中 的 名 用 总 代替 ， 其 中 ， 
h(£5) = min(A(£)|h(a) < A(£) < h(8), t(£) = t(é0)}, 同时 ， 由 于 
这 时 在 每 个 节点 处 允许 更 多 的 上 树 边 发 出 而 不 是 在 3- 正则 时 
只 有 一 个 ， 在 %c(T) 上 的 线性 序 < + 也 需要 延 拓 到 这 种 较 一 
般 的 情形 . 不 过 ， 我 们 也 可 以 将 这 种 情形 变换 为 3- 正则 的 情 
Æ. 下 一 节 将 会 详 述 这 一 想法 . 

而 且 ， 通 过 将 确 向 树 Tod 划分 为 路 和 将 G 上 的 问题 分 解 
为 对 于 路 的 ， 在 最 一 般 的 情形 也 可 以 得 到 与 定理 7.1.2 相仿 的 
结果 ， 只 不 过 要 通过 一 系列 的 处 理 之 后 才能 实现 这 种 分 解 . 


$7.2 ”禁用 构 形 


令 (V2) 为 由 图 G = (V, E) 上 的 一 个 确 向 树 所 确定 的 偏 
FR. 这 一 节 及 下 一 节 之 目的 在 于 求 禁用 构 形 的 完备 集 . EUH 
禁用 构 形 , 在 这 里 就 是 指 这 样 的 一 类 极 小 子 图 使 得 它 的 出 现 必 
导致 其 基准 图 (或 者 说 ， 母 图 ) 为 非 可 平面 的 而 且 它 本 身 不 再 
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有 这 种 性 质 的 真子 图 ， 其 完备 集 就 是 指 任何 非 可 平面 图 均 有 
它 的 一 个 元 素 作为 禁用 构 形 . 而且， 这 里 的 禁用 构 形 是 用 序 关 
系 < 描写 的 以 便于 建立 算法 . 从 与 84.3 中 相仿 的 讨论 ， 因 为 
任何 极 小 的 非 可 平面 图 ， 特 别 是 禁用 构 形 必 均 为 3- 连通 的 ， 
我 们 这 里 仍 可 只 局 限于 3- 连通 的 图 而 不 失 一 般 性 ， 也 常 称 这 
种 对 于 平面 性 的 禁用 构 形 为 DP da qe RR. 

首先 , 还 是 研究 Hamilton 图 并 且 确 向 树 限制 在 其 上 . $G 
就 是 这 种 图 , CHR Tod 是 一 条 Hamilton 路 ， 对 于 ve T， 
记 


| B(s) = {alva € Tod (a ¥ oo), ta) = v} - 
(7.2.1) 


H(v) = (alvo € Tod*(a # ao), h(a) = v]. 
EH, ao 是 Hamilton WEKRE. 因为 Tod 是 Hamilton 
ba, A vee C, 
plo) = |B(v)| + |H(w)| +2. (7.2.2) 
B G5 EL Wid 
| B(v) = {al|h(a) < hab) < --- x hat) 
(7.2.3) 


H(v) = loilt(o1) < t(az) «--- < t{an)}, 


其 中 t=|B(v)| A h = |H (w). 

对 任何 we V, plv) > 3, 我 们 用 plo) - 2 PT RAR vi < 
th Ke A EA Uy Kg o Xp, of MOTE v BO LR. XE Tod 上 
RE vo 使 得 


| (o4) 一 vi, 121,2, t; 


h(oj) = vasi-;, j= 1,2,:--, Rh. 


(7.2.4) 
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将 所 得 的 图 用 Gm. W, G 是 3- 正则 的 并 且 其 上 的 确 向 树 
Tod 是 在 Hamilton 图 上 的 一 条 路 ， 如 图 7.2.1 所 未. 我们 称 从 
G 到 G 的 每 一 步 其 至 整个 过 程 为 PRK. 伸 长 的 逆 运 算 被 称 为 
缩短 ， 


31 7.21 ”一 个 确 向 树 在 Hamilton 区 上 的 图 G 是 可 平 
面 的 ， 当 且 仅 当 如 上 所 确定 的 G= (Ý, Ë) 是 可 平面 的 . 


$ 5 

aM. P due A 

2 A 3 : M 

iA, r i a 8 m E 
Mis Row o ， 
Hot d POWom aon R 
NT x -一 ~- A QU 
多 ， j de ge i 
— ,一 一 — — 

] ty Poe apt 

Vp Up VU, 


(a) G (b) G 


Bj 7.2.4 


证 “事实 上 , 车 在 Tod* 上 的 线性 序 取 作 与 6G 由 Tod 所 确 
定 的 偏 序 集 (V, <) 一 致 , 由 于 Tod 是 一 条 路 , 只 有 引 理 5.4.7 中 
的 类 型 4 和 类 型 C 允许 在 G 中 出 现 . 进而 , 容易 验证 Auz (G) S 
Aun (6). RP, GAG 中 上 树 变 量 之 间 的 自然 对 应 所 导致 的 
Vi (G) 和 Vi(G) 之 间 的 对 应 就 是 Auz1(G) 和 Auzi(G) 之 间 的 
一 个 同 构 . 从 而 ， 由 定理 5.42, 即 得 引 理 . h 


基于 这 个 引 理 ， 我 们 可 以 在 给 定 的 条 件 下 作出 对 4uza(G) 
AY BERE IT. 


定理 7.2.1 对 于 一 个 确 向 树 在 Hamilton 图 上 的 图 G = 
(VE), 有 


£(Auzi1(G)) € 12v(G) ~ 36. (7.2.5) 
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证 ”由 定理 7.1.2 可 知 e(Auzi(G)) < 3v(G). 因为 根据 84.1 
中 所 讨论 的 得 到 (G) = |E(G)| < 3v(G) - 6, 在 G 中 ， 至 多 有 
2(3v(G) - 6 - v(G) -1—1) = 3v(G) 一 12 个 附加 的 节点 . 而 且 ， 
由 引 理 7.2.1 的 证 明 过 程 可 得 


e(Auz1(G)) = e(Auzi(G)) € 3(v(G) + 3v(G) — 12). 
从 而 ， 即 得 (7.2.5). 定理 得 证 ， 


在 一 个 确 向 树 Tod Jj Hamilton 圈 上 的 路 的 图 G = (V. E) 
中 ， 若 两 个 上 树 边 a, 6 € Tod* WE: 


h(a) < (8) 448) < tla), 
则 称 它 俩 是 平行 的 , 并 用 o//8 表示 ; 如 果 

h(a) < M(8) < t(a) < t(8). 
则 称 它们 为 交错 的 , 并 用 a mB 表示 ; 否则 ， 称 它们 是 FHH, 
记 为 a - |B, 或 者 说 满足 关系 : 


h(a) < t(a) < h(8) «t(8). 


引 理 7.2.3 — —^ ILE Tod 在 Hamilton 图 上 的 图 G 是 
可 平面 的 ， 当 生 仅 当 除 在 Hamilton 圈 上 的 那 条 上 树 边 外 所 有 
的 上 树 边 可 划分 为 二 类 : 了 名 o 使 得 在 同一 类 的 任何 两 条 这 
均 非 交错 的 . 

证 ”由 引 理 7.2.1, 只 需 讨论 G. CHS 正则 的 而 且 确 向 
树 .Toa 在 Hamilton 圈 上 .由 引 理 6.2.6, Č 有 两 个 Dyck 字 . 而 
且 ， 每 一 个 Dyck 字 确 定 了 一 类 上 树 边 使 得 其 中 的 任 二 边 不 交 
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错 . 同时 ， 由 (7.2.4) 可 知 : G 中 的 二 上 树 边 是 交错 的 ， 当 和 且 仅 
当 它们 在 G 中 的 相应 边 是 交错 和 的. 从 引 理 7.2.1, 即 得 引 理 .1 


在 一 个 图 G = (V, E) 中 ， 确 向 树 Tod 确定 了 一 个 偏 序 集 
(Vx). 任何 二 个 节点 u A v, 若 满足 如 下 的 条 件 : 
(1) Vw € V (u < wx v), pew) = 2, KA u Rv ERES 
(2) max[t(a)|Vo € Tod*, h(a) = v] 
< min(t(8)|V8 € Tod*, h(8) =u}; 
(3) max(R(o)|Vo € T'od*, f(a) = v} 
< min(A(8)|VB € Tod", t(8) =u}, 
则 被 称 为 "T5852 45. 由 条 件 (1), 我 们 也 可 以 说 路 Phu, v) 是 可 
缩短 的 . 如 果 Tod 在 一 个 Hamilton ME. M G 是 可 平面 的 ， 
EE E 
G= [[ Ge 
e€P(u,v) 
是 可 平面 的 ， 其 中 Pv) ERIRE XP PE H 
以 从 G 经 过 一 系列 地 收缩 Tod 上 可 缩短 路 上 的 边 而 得 到 ， 则 
称 GY he a FH. 


定理 7.2.2 ”一 个 确 向 树 Tod 在 Hamilton BE AA G 是 


可 平面 的 ， 当 上 且 仅 当 G 没有 一 个 子 图 可 缩短 到 如 下 的 构 形 A 
或 构 形 B: 
WAG A:  3o,8,5,6 € Tod*, 


h(6) = h(B) < h(a) < A(4) < ACB) 
4 t(a) < t(4) = t(6). 


Xp, RTH I= k (mod 2), 
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8, 4l=1; 
{-1 
8-4 r(G)( TE AWB Jt, (72.6) 
i=l 
NIE 


E E, h(S) = h(A) = hÉ), h(Bi1) = hla), t82) = hC), 
t(81) = t(B), £93) = h(yi-2), t= 3,4, “aby Bi € T'od", 
1<i<h UR, 


^ 当 k= 1; 
k 
42 4 ho (LD etna) ew), (72.7) 
i=2 
Sh 1. 


KE, hiyi) = h(4), Ave) = 1(8), tva) = tla), te) = 
t(y) = t(5), t(71) = hyi), i — 1,2,7, k — 2, Yi € Tod", 
pere 


WAG B:  3e,8,y,6 € Tod", 
h(8) = h(8) = h(à) < h(y) «t(8) 
< t(&) = t(y) = t(5). 


HH, xt r =1 (mod 2) r > 3, 
m 一 2 


& = h(a) h(og)( TEOL) 


t(ay—1)t(ar). (7.2.8) 
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KB, ha) = hlæ) = h(8) = h(8), (ax) = Aly), 
t(o,-1) = t(8), tla) = tlar) = tly) = t(6), tai) = 
h(oi42) i= 1,2,---,7—2, a; € Tod*, 1 <i<r, 


证 ”由 引 理 7.2.1, 我 们 可 以 只 讨论 3- 正则 图 G = (V, E), 
其 中 确 向 树 为 Tod. 因为 G 经 过 伸 长 所 得 到 . 从 G 的 一 个 确 向 
树 Tod 在 Hamilton ETAN Tod 也 是 在 Hamilton B E. 

根据 定理 7.11, G 是 可 平面 的 当 且 仅 当 G 含有 一 个 禁用 
序列 


Subi = jgyoy, rata. Bk Sub, = V3Uo 94 X platy. 


因为 Tod XE Hamilton 圈 上 ， 我 们 总 可 选择 6 为 Hamilton Bt 
的 那 条 上 树 边 . 

TE, 可 以 看 出 Sub, fc G 中 出 现 当 且 仅 当 构 形 A 在 G 中 
出 现 和 Sub; 在 G 中 出 现 当 且 仅 当 构 形 B 在 G 中 出 现 ， 事 实 
上 上 ， 通 过 缩短 即 可 得 到 ， 从 而 ， 由 引 理 7.2.1 即 可 导出 定理 . | 


当然 , 我 们 可 以 用 引 理 72.2, 通过 与 定理 7.1.1 的 证 明 的 相 
仿 的 方式 直接 证 明 这 个 定理 . 但 是 ， 这 个 定理 不 能 简单 地 引伸 
到 确 向 树 为 路 但 不 在 Hamilton 图 上 的 情形 、 在 下 一 节 , 我们 将 
会 看 到 一 般 的 图 的 平面 性 禁用 构 形 的 表征 . 

现在 我 们 开始 考察 确 向 树 是 路 但 不 一 定 在 Hamilton BE 
- 情形 下 的 平面 性 1- 辅助 图 Aur (G; Tod’) 以 便 直接 估计 它 的 
HE. 

4 (V3) JJ Tod Æ G = (V,E) 上 所 确定 的 偏 序 集 ， 由 定 
XE 7.1.1, 这 时 仍 允 许 我 们 用 上 树 边 区 别 树 变量 ， 即 XG(T) = 
{zajYa E Tod*}. 因为 可 能 会 出 现 0,8 € Tod* 使 得 h(a) = (8) 
或 者 tla) = 1(8). CT WIE SS (V, <) 不 能 导致 gc(T) 或 Xel) 


87.2 ”禁用 构 形 
上 的 一 个 线性 序 ， 我 们 定义 : Ya, b € Tod', 
ax B, 当 h(a) < h(8); 
Va* < Ug € 
ta) > 1(8), 否则 ， 
和 


t(a) 41(8), = ta) 4 (8); 
Ta <* ta e 
h(a) > h(8), Ul. 
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(7.2.9) 


(7.2.10) 


容易 验证 ，* < 和 <* SHA Yo (D) 和 Xe(T) 上 的 线性 序 ， 当 
(7.2.9) 所 定义 * < 作为 Tod* 上 的 线性 序 时 ， 似 乎 仅 是 (5.4.6) 
所 定义 的 一 种 特殊 情形 ， 然 ， 在 我 们 这 里 它们 之 间 无 异 . 

Ti AER yo, ya € ye(T), 其 中 之 一 个 图 盖 另 一 个 ， 则 也 称 


它们 是 相继 的 , HHR yasuc.<ya 或 反之 表示 . 令 


Aos(G; Tod*) =, { (Yar ya) Ma, Vg) € Ao(G; Tod"), 


Vo SUC. vs] 


(7.2.11) 


和 Ao, (G; T'od* ) = A(G; Tod") — Ao, (G; Tod"), 则 ， 这 时 有 平面 


性 1- 辅助 图 Auzi (G) 的 边 集 为 
EG) 一 Aos(G; T'od") + Aon(G; Tod") 


+A, (G; Tod"). 


有 
Ao» (G; Tod")| < v(G). 


(7.2.12) 
88 7.23 ERM Tod 为 图 G = (VE) 中 的 路 ， 


(7.2.13) 
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证 ”首先 , 我 们 可 以 造 一 个 映 象 : Aon(G; Tod*) 一 eT) 
使 得 对 任何 (Ya, ug) € Aon (G; Tod*), vas yo) = te. 其 中 


zę = min {2,|Vy € Tod" ya * < vy *< sp 上 (7.2.14) 


然后 ， 证 明 是 一 个 单 射 ， 假若 不 然 ， 设 (Yours V8 h (Yar 92) € 
Aon(G;Tod*), (Ya up.) = (Ua, Ys.) = te. 不 失 一 般 性 ， 总 可 
& Va, * < Vp, 和 Vo;* < Ups. 4B, (Jo: 98.) 天 {Yaz YBa): FH #46 
性 ， 只 需 讨 论 二 个 可 能 情形 . 

情形 1 Yor * < Ya, *< Yo * < YBa BA. 至 多 Yar = Vas 
Hi yo, = yo, 之 一 成 立 ， 然 ， 这 时 有 


(E) < min{t(o), (BI)} < min(t(o2), ((9))- 
由 $5.4 中 类 型 C 的 定义 ， 可 不 妨 假设 a 满足 
Va; * < Yo: * -4 Yaz 


由 于 t(o1) > t(£), 这 就 导致 与 T(Yass Vg.) = Tç FE. 
情形 23 ya, * < Yor * ym * yp 由 相 邻 性 和 类 型 C 
的 定义 ， 只 可 能 


t(£) < max{t(a1), t(4:)} < min(t(a2).t(52)). 


然而 ， 这 又 会 导致 与 (ya, Va) = ze 有 矛盾. 
这 样 ， 由 单 射 性 即 得 


|Aon(G; Tod" )| < Xo(T)| € 3x(G) — 6. 


引 理 得 证 . 4 
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定理 7.2.3 FAM Tod 是 图 如 = (VE) 上 的 一 条 路 ， 
则 我 们 有 
IEa,(G)| < 9v(G) - 19. (7.2.18) 


证 2 Tod Àj G ERR, A(G; Tod*)(C Sa 
中 的 每 一 条 边 只 允许 与 一 个 类 型 4 关联 (95.4). WF ze 
XalT), pr 知 在 Ay (G; Tod") dl eae 
变量 .就 是 说 ， 


|A (G; Tod*)| < IY (T)| € 3v — 6. (7.2.16) 
由 (63:13) (7.2.15-16) 和 


|Aoe(G; Tod*)| € |Ja(T)| ^ 1 € 3v — 7, 


可 得 

iEl(G)| < 3(3v(G) — 6) - 1 = 9v(G) — 19. 
这 就 是 定理 的 结论 . ij 
87.3 ”基本 序 表征 


-(V,E) 是 一 个 一 般 的 图 , 当然 , 是 连通 的 . 其 上 的 确 
T Tod. 由 Tod 所 确定 的 偏 序 集 (V, =) 导出 一 个 序 ， 并 称 
之 为 G 的 基本 序 , 用 * < 表示 . 由 (5.4.6) 所 定义 的 就 是 一 例 . 
将 Tod" 视 为 所 有 上 树 边 的 集合 时 ，* < 是 定义 在 Tod* 上 的 . 
基于 这 个 基本 序 在 854 中 定义 了 平面 性 1- 辅助 图 Auzi(G). 


引 理 7.3.1 ”一 个 图 GG = (V. E), Tod 为 其 上 的 一 个 璃 向 
树 ，G 是 可 平面 的 ， 当 且 仅 当 所 有 Tod PK ERT AID 
为 二 类 : P 和 Ps 使 得 在 同一 类 中 的 任 二 上 树 边 均 不 会 间 出 
现在 类 型 4 或 类 型 B 中 (在 引 理 5.4.7 中 定义 的 ) 和 任 二 出 自 不 
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同类 的 上 树 边 不 会 同 出 现在 类 型 C 中 (也 在 引 理 5.4.7 中 给 出 
了 定义 ). 


证 车 G 是 可 平面 的 , 则 由 定理 5.4.2 中 的 (5) 知 Aur (C) 
是 平衡 的 . S Pi 和 PS 分 别 为 所 有 那些 二 端 周 带 “+” 和 “一 ” 
的 上 和 树 边 的 集合 . 由 定理 5.42 中 的 (4) 可 知 任何 两 条 同 在 P 
或 Po 中 的 上 树 边 不 可 能 同 出 现在 类 型 4 或 类 型 B 中 和 Pi 中 
的 任何 一 条 上 树 边 均 不 可 能 与 Po 中 的 任 一 边 同 出 现在 类 型 C 
中 . 这 就 得 到 了 必要 性 . 

RZ, 根据 Pi 和 P. 所 满足 的 性 质 ， 那 些 权 为 1 的 边 的 两 
端 只 能 分 别 属于 Pi 和 Pa, 故 它 们 形成 Awz1(G) 的 一 个 1- 上 
边缘 . 由 定理 5.4.2 中 的 (4) 即 得 充分 性 . h 


对 于 两 条 上 树 边 o, 8 € Tod*, 用 o Samo 2 表示 它们 同 在 一 
个 类 型 C 中 和 用 a Dif 8 表示 它们 辣 在 -个 类 型 A, 或 类 型 B 
中 . 当然 ，Samo 和 Dif 均 具有 对 称 性 ， 则 ， 引 理 7.3.1 建议 我 
_ 们 将 Samo 和 Dit; 延伸 到 那些 尚未 定 这 些 关系 的 上 树 边 对 上 而 

成 为 Sam 和 Dif 使 得 满足 如 下 的 准则 : 

准则 1 (a Dif 8) ^ (B Dif y) > a Sam y; 

准则 2 (a Sam 8) A (8 Sam y) > a Sam y; 

准则 3 (a Dif 8) A (8 Sam y) > a Dif y. 
对 于 两 条 上 树 边 a, 8 € Tod’, 可 能 会 产生 这 样 的 情形 : 一 方面 
得 到 a Dif 8 而 另 一 方面 却 又 得 到 a Sam 8. 如果 对 任何 一 对 
上 树 边 均 不 出 现 这 种 情形 ， 则 称 这 二 个 关系 为 在 了 Tod* LER 
的 . 


引 理 7.3.2 。 在 一 个 图 G- (VE) 上 ， 对 于 确 向 树 Tod 
的 所 有 上 树 边 可 以 划分 为 并 引 理 7.3.1 所 描述 的 二 关 万 P, 
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4 Ex M Dif 和 Sam 在 Tod 上 是 证 定 的 . 

证 1E hur1(6) 为 在 Aun(G) 上 添加 所 有 那些 边 使 得 代 
表 其 二 端的 上 树 边 满足 Dif 或 者 Sam. 由 3 引 理 7.3.1 和 定理 5.4.2, 
只 需要 证 明 4Auzi(G) 上 有 奇 权 轿 ， 当 且 仅 当 在 Avn(G) 上 有 
SPERO. 事实 上 , 准则 1-3 不 会 产生 新 的 奇 权 圈 (只 要 Awz1{G) 
REALE) 和 绝 不 会 减 没 奇 权 圈 E Aus (G) ARE). 从 
m. SE. h 


定理 7.3.1 ”一 个 图 @ = (也 喇 , 若 *< 为 由 确 向 树 所 确 
定 的 定义 在 Todr 上 的 一 个 基本 序 ， 则 G. 是 可 平面 的 当 且 以 当 
在 G 中 没有 如 下 构 形 1-5 中 的 一 个 : 

构 形 1 3a,6cTodrfa +< B), 


{a Difo8) ^ (e Samo); 
构 形 2 3a,8,Y € Tod*(a xx 8 +< 7), 
(a Dif £) ^ (8 Dif y) A (a Dif y); 

构 形 3  de,B,y € Tod*(a «4 B *«4), 

(a Sam 8) ^ (B Sam 7) ^ (a Dif 4); 
ME 4  3o,8,y € Tod'(a «4 B *< 0), 

(a Dif 8) ^ (8 Sam y) ^ (a Sam y); 
构 形 5  3o,8,y € Tod*(a +< B * <7), 


(a Sam 8) ^ (8 Dif y) ^ (œ Sam ^). 


Xt B9B 7.3.12, E G 是 可 平面 的 ， 则 Dit 和 Sam 为 
适 定 的 ， 假若 构 形 1-5 中 之 一 出 现 ， 则 Dif 和 Sam 就 不 可 能 是 


160 第 七 章 FERA 


适 定 的 . 因为 这 时 必 出 现 两 个 上 树 边 同时 满足 Dif 和 Sam. 从 
而 ， 必 要 性 得 证 - 

反之 ，Dif 和 Sam Rise. SHR, 下面 两 种 情形 之 一 

情形 1 Ja, 9 € Tod*, (x Difo 8) ^ (a Samo 8) 这 就 是 构 
形 1. 与 前 提 条 件 了 矛盾 . 

情形 2 ”3a,8 € Tod", {a Dif B) A {a Sam 8B}. 由 上 面 的 
准则 ， 必 存在 Y € Tod*,Y*<a*<B,a*<xY*<x ,或 者 
ox Bay, KRE a * < 8 *< ,使 得 和 构 形 2-5 中 之 一 出 
现 . 又 与 前 担 条 件 矛 盾 . 


从而， 由 引 理 7.1.2 和 引 理 7.1.1, 充分 人 性 得 证 . t 


虽然 这 个 定理 本 身 已 经 允许 我 们 建立 一 个 线性 算法 以 判 
定 图 的 平面 性 而 不 必 考 虑 平面 性 辅助 图 . 人 们 也 许 仍然 要 问 是 
否 有 一 类 平面 性 辅助 图 使 得 它 的 度 只 受 限于 原 图 G 的 阶 的 一 
个 线性 函数 .下 面 ， 我 们 就 引入 所 谓 平面 性 2- 辅助 图 , 记 为 
Auzz(G) 并 且 证 明 它 的 度 以 G 的 阶 的 某 个 线性 函数 为 上 界 . 


引 理 7.3.3 A s= (uc) t= (ww) 为 从 u 发 出 的 两 条 


E(s, Tod*) = (o|vo € Tod", 
(h(a) < u) ^ (v < t(a)); 
(7.3.1) 
E(t, Tod*) = (o|Vo € Tod", 


(h(a) <u) A (wx t(a)). 


KH, Tod 为 G LO — 88 aR Mie PR (V, X). 如 
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min{h(a)|Va € E(t, Tod*)} < min(h(a)[Va € E(s; T'od*)). 


则 对 于 可 平面 图 ， 有 
Va,B c E(s,Tod*), a Dif 8; 
(1.3.2) 
Va, 8 € E(t, Tod"), o Sam f. 


证 设 E(s;Tod') = (o; € Tod"|Vi, 1 < i € k, h(a) < 
OX h(oy) < u} fü E(t Tod") = (8; € Tod'|'Vj, 1 < j € I, 
h(Bi) < … ABK) <u}. 则 ， 由 已 知 条 件 ， 有 o A. 先 证 
(3.7.2) 中 的 后 一 说 法 . WMR = 1, BB Bie; Tod*) = {81}, W 8# 
身 可 视 为 6 Sam 8. 此 说 法 为 真 ， 对 用 归纳 法 ， 设 对 于 


E(t, Tod’) = { 82, 85, uber , Br} 


后 一 说 法 成 立 ， 则 可 分 如 下 二 种 情形 讨论 . 

情形 1 # -ac E(t,T'od*), h(81) < h(o) < h(l), 则 出 于 
h(o1) < h(81), & 和 Bo 必 同 出 现在 类 型 C 中 ( 引 理 5.4.7 中 所 
， FEM). B b Samo &. 由 归纳 假设 可 知 这 一 说 法 为 真 . 

情形 2 FRJ, HE ACG.) x hlan) 3 hlan) -< h(a rs) < 
h(85). 由 引 理 5.4.7-8, 有 


By Dif a; Sam aj,41 Sam ++ Sam oil Dif Ba. 


由 前 述 的 准则 1-3, 对 于 可 平面 图 有 81 Sam a. 这 一 说 法 仍 为 
真 . 
综 上 情形 1 和 情形 2. (7.3.2) 的 后 一 说 法 得 证 . 


162 第 七 章 MRA 


另 一 方面 ， 若 ha) < hlæ) 4 ++. - hai) < hh) 和 
h(B1) < h(os.1), 则 由 引 理 5.4.7-8 可 知 


ay Dif a Dif ... Dif oj. 


X, (7.3.2) 的 后 一 说 法 ， 有 


Qipi Sam Qiz Sam --- Sam ag. 
从 而 ， (7.3.2) 的 前 一 个 说 法 得 证 . i 
根据 引 理 7.3.3, 若 存在 we E(s; Tod^) 和 8 E E(t, Tod*) 使 
" 
a Dih 2 或 者 a Samo 8, 
则 分 别 定 义 s 和 上 + 满足 关系 


sDift 或 者 sSam t. 
对 于 图 G =(V,E), > 
A(v;Tod) = (elVe € E,,v > e), (7.3.3) 


其 中 v 一 e 表 示 e 的 方向 为 由 w 发 出 的 . SG 是 可 平面 的 ， 则 
由 引 理 7.3.2-3, 对 任何 ve V, 关系 Dif 和 Sam 在 A(v;Tod) 上 
是 适 定 的 这样， 对 于 平面 性 ， 同 样 地 吉平 面 戏 入， 只 要 讨论 
那些 具有 此 性 质 的 图 就 够 了 .这 种 图 被 称 为 平面 性 可 取 的 . 
在 每 一 个 节点 ve V 处 ， 我 们 可 以 在 AC; Tod) 上 规定 一 
个 线性 序 ， 对 于 任何 a,b € Alv; Tod), 用 ajx 表示 在 这 个 线性 
序 之 下 “被 5 RB. 令 4, 户 或 GC 分别 这 样 的 类 型 A, 类 型 B, 
或 类 型 C 如 引 理 5.4.7 中 所 定义 使 得 与 它们 关联 的 树 变量 相应 
的 二 边 在 公共 节点 处 依 那 个 线性 序 一 个 覆盖 另 一 个 . 进而, + 
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(a,B) C A,B, R Ô 表示 (a 8) 分 别 同 出 现在 A,B, 或 ê 中 . 
则 ， 对 于 图 G = (V, E), 由 其 上 一 个 确 向 树 Tod 确定 一 个 偏 序 
集 (V,<), 我 们 可 以 按 如 下 方式 构造 它 的 一 个 称 之 为 平面 性 2- 
辅助 图 , 用 Auz2(G) = (Vo E2,) Em: 
V2 =V}; 
(7.3.4) 
E2, = ((ya ya} € El,|V(o, 8) c A,B, BC}. 


相仿 地 ， E2, 中 之 达 (yo. vo) RAR wlyo, ye) 2 1 或 0 分 别 由 
(a,8) c A, BRK (o,8) c Ó 所 确定 . 并 和 且 ， 令 


A(G; Tod") = (e'Ve € E2,, w(e) = 1). 


定理 7.3.2 对 一 个 图 (当然 ， 平 面 性 可 娶 的 )G = (V, E), 
Tod 为 其 上 的 一 个 确 向 树 ， 下 面 的 说 法 是 相互 等 价 的 : 

0 G 是 可 平面 的 ; 

(2 Auzz(G) ARE; 

(3) ”4auzzfG) X S 4X EXE; 

(4) A(G: Tod") 形成 Auzs(G) 的 一 个 1- Ext 

(5) Aura(G) 是 平衡 的 . 

证 “与 定理 5.4.1 的 证 明 相 仿 . b 


一 般 而 言 ， 正 如 上 面 所 讨论 的 ， 可 知 4uzaz(G) € Auz (G). 
然而 , 4G 是 EWH, ME Aur:(G)= Auzi (G). 


引 理 7.3.4 若 G 是 3- 正 则 的 ，Tod 为 其 上 的 一 个 确 向 
树 (这 里 ， 不 必 是 路 ), 出 


— 3vs(Tod) + 1. (7.3.5) 


e(Auza(G)) € 
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其 中 ， va(Tod) = |(v|Vv € V, proa(v) = 3). 


证 (VAS +x) 为 由 (5.4.6) 式 确定 的 基本 序 所 导出 的 
RER. 因为 Tod 一 般 不 是 路 ， 这 里 * < 不 一 定 是 线性 序 . 记 
Ag(G; Tod") #il A, (G; Tod*) 分 别 为 由 (5.4.8) 和 (5.4.9) 以 A, BRI 
代替 A, B 和 CG 所 确定 的 . BR, AMG; Tod") = A2(G; Tod’), 


i 二 1,2. 令 
Aos(G; Tod") = { (Ya, ya)N (Ya, ua) € Ao(G; Tod*), 
Yo * |< ys} (7.3.6) 


和 Aon = Ag(G; Tod") — Áo, (G; Tod"). FEHR, «|x 表示 与 * < 相 
应 的 覆盖 关系 . 则 我 们 有 
E2, = Aos(G; Tod") + Âon(G: Tod") --A(G;Tod*) (7.3.7) 
根据 上 面 提 到 的 同样 的 理由 ， 有 
‘Aos(G; Tod")| < [yo(D)i; 
(7.3.8) 
LÀ (G; Tod*)| < |¥elT)]. 


KB, Xs(T) 和 Ye(T) 分 别 为 G 的 树 变量 和 上 树 变量 的 集合 - 
而 且 ， 也 可 定义 一 个 映 象 7 : Aon(G;Tod*) — Xo (T) 使 得 


T(Yas YA) = fe. 
其 中 之 上, 由 如 下 的 关系 所 确定 : 
t(£) = maxí(t(n)|vn € Tod*, h(a) < k(n) < h(8)]. (7.3.9) 


由 于 可 以 看 出 ， 在 由 Tod 所 确定 的 偏 序 集 (V,-) 上 ， 有 tE) z 
va = (t(0),1(8)) = t(a) ^ t(8). AG AY 3- 正则 性 ， 即 可 得 知 了 
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是 一 个 单 射 ， 这 就 意味 


\Aon(G; Tod*)| < Xa (T) — va (Tod). (7.3.10) 
X, WF e{Tod*) = ŠG) —v(G)+1= A) 十 1, 有 
atro Soa: 
(7.3.11) 
tr) < AS) — smog) +1. 
BUS. B (7.3.6-10), 有 
£(E2,) € Ya(T)| + 2|%e(T)| ~ va(Tod). 
进而 由 (7.3.11), 即 得 引 理 . t 


， 令 G= (VE 是 一 个 平面 性 可 取 的 图 FE. 我 们 将 引进 
两 类 运算 以 便 将 G 转变 为 一 个 3- 正则 图 G 使 得 G 是 可 平面 
的 当 且 仅 当 G 是 可 平面 的 . 

首先 ， 对 于 o € Tod* (h(a) = v, u < ta), a = (v,u) € E, 
和 pw) > 4), 将 v 辟 分 为 v'(= v) 和 oi v) 使 得 a 和 所 有 
B € Tod" (h(8) = v ll u < t(8)) 5j v" KR. 这 种 运算 被 称 为 伸 
Kv. & ple") > 3, WERK v" 直到 所 有 MAO Erg 3- KIN. 然 
Ja. 当 没 有 一 个 上 树 边 指向 一 个 次 大 于 3 的 节点 ， 则 对 于 次 大 
于 3 的 节点 v, 即 s = (A(x; Tod)| > 3, SPA vi v2, vai 使 
得 


vil viui € ylas S Wai v) < alenu), (7.3.12) 
121,2,-,5—2. 其 中 


_ylai;v) = min(A(8)|VB € Tod*,t(8} < h(a;)], (7.3.13) 
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a; € A(v;Tod), 1 < i < s. 进行 这 种 运算 直到 不 能 继续 为 止 所 
得 的 图 ， 记 为 G = (V, E), 被 称 为 G 的 伸 长 图 . YR, Tod 3E 
向 所 有 附加 的 边 (v v) 和 Qs 241) WERT G 上 的 确 向 树 ， 
也 用 Tod 表示 ， 这 就 使 得 我 们 能 够 对 于 平面 性 可 取 的 图 G 用 
(V, 2) 定义 另 一 个 偏 序 集 (Ye) 如 下 : Yez € Xa{T), 


in ox X39 (zi) xs Trz). (7.3.14) 


其 中 ， (2) 为 G 上 与 树 变量 ce Xs(T) 关联 的 节点 ， 由 于 3- 
正则 性 ， 有 一 个 从 树 变量 到 Tod 的 内 节点 ( 非 显 节点 ) 的 一 个 
单 射 . 基于 (Ye(T) < +), 在 每 个 节点 ve V Sb, AG Tod) 上 的 
一 个 线性 序 也 可 以 被 确定 . 在 下 面 的 讨论 中 ， 总 是 假定 平面 性 
2- 辅助 图 Aure(G) 5 G 的 每 个 节点 处 的 这 个 线性 序 相伴 ， 


引 理 7.3.5 ”一 个 图 G = (VEH, PEETRE 
可 平面 的 ， 当 和 且 仅 当 它 的 伸 长 图 是 可 平面 的 . 


证 ”因为 容易 验证 


Aute(G) C Auza(G), (7.3.15) 


充分 性 是 显然 的 ， 反 之 ， 由 引 理 731 知 G 的 所 有 上 树 边 可 以 
划分 为 二 类 具有 特定 的 性 质 ， 而 且 ， 由 引 理 7.3.2-3, 这 又 导致 
在 如 上 所 有 上 树 边 的 带 同 祥 性 质 的 划分 再 由 引 理 7.3.1 可 知 
G 也 必 为 可 平面 的 .这 就 得 到 了 必要 性 . h 


定理 7.3.3 对 任何 平面 性 可 取 的 图 G(V, E), Tod 为 其 
上 的 一 个 确 向 树 ， 有 | 


e{Auz2(G) < 6v(G) — 3v, (Tod) — 11. (7.3.16) 


EP, (Tod) 4 Tod 上 的 显 节点 的 数 日 . 
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证 ”因为 除了 Tod DD ERA 3- 次 节点 外 每 个 节点 
都 恰 与 一 条 上 树 边 关联 ， 有 


v(G) = 2e(Tod ^ + v(Tod) — v, (Tod). (7.3.17) 


由 关系 vi (Tod) = vi (Tod), vs(Tod) = vj (Tod) — 2 和 (Tod ) = 
e(G) - v(G) +1 可 得 


v(G) = 2(e(G) — »(G) + 1) — 2 < 2(2vw(G) — 6). (7.3.18) 


这 里 的 不 等 式 是 考虑 到 对 于 平面 性 只 需 限定 G € 3v(G)-6 
条 边 ， 由 引 理 7.3.4, 有 


e(Auza(€)) < (2(2v(G) ~ 6) — jv (Tod) +1 
= 3(2v(G) — 6) — 34 (Tod) +7 
= 6v(G) - 3v (Tod) — 11. 


从 而 ， 由 引 理 7.3.5 和 (7.3.15) 即 得 定理 . h 
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设 图 G = (V,B), 在 其 上 给 定 一 个 确 向 树 Tod, 根据 上 一 节 
所 讨论 的 已 判定 它 是 可 平面 的 ， 令 4uza(G) = (V2, E2) XG 
的 平面 性 2- 辅助 图 ， 在 4uza(G) 上 造 一 个 方程 组 


0, 2b (Ya,ya) € Ao(G; Tod"); 
Ya + Vp = (7.4.1) 
1, 34 (ya yg) € Å (G; Tod"). 


其 中 ， Ag(G; Tod) 和 Ai(G; Tod") 由 (7.3.6-7) 所 定义 . 
从 定理 7.3.2 和 定理 5.3.3, 方程 (7.4.1) AR. 
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引 理 7.4.1 方程 (7.4.1) 至 少 有 两 组 解 ， 且 它 恰 有 二 组 
f, SHX Auz2(G) 是 连通 的 . 
证 FZ = {zava € Tod*} 为 方程 (7.4.1) 的 一 组 解 ， 则 
Z = {zalYa € Tod) 也 是 它 的 一 组 解 ， 其中， 


0, E za = 1; 
i L M z=: 
MR. 242. 这 就 得 到 定理 的 前 一 个 结论 . 
对 后 一 结论 ， 因 为 如 若 Aun (GC) 不 连通 ， 方 程 (7.4.1) 至 少 
有 四 组 解 . 从 而 ， 必 要 性 显然 . 充分 性 可 以 由 下 述 事实 直接 导 
出 若 将 某 变 量 yc 固定 取 为 0 或 1, 则 方程 (7.4.1) 沿 4wuz2(G) 
上 的 一 个 树 是 适 定 的 . 而 且 ， 由 (7.4.1) 的 相 容 性 这 个 唯一 解 可 


扩展 到 (7.4.1) 中 的 所 有 方程 ,以 及 由 连通 性 , 在 4urz(G) LFF . 
在 一 个 树 . 


Æ 9g1(G) 和 g2{G) 为 图 G = (VE) 的 两 个 平面 嵌入 ， 因 为 
ETS AFG MS ME. BOMBER A, gG) = gG), 或 者 
说 拓扑 等 价 ， 当 且 仅 当 存 在 一 个 双 射 7:07) 一 sU) 使 得 


Yv € V, olg (v); n (G)) = erigi (v: g2(G)) (7.4.2) 
或 者 
Vv € V, o(gi(v); 1(G)) = ei(r(g1(g9)); g2(G). (7.4.8) 


其 中 elg1(v);g1(9)) 为 在 gG) P (0) 处 (n (ove € E.) 的 旋 
和 o^ 为 如 $2.1 中 定义 的 旋 o 的 逆 . 

4 Tod 为 G 上 的 一 个 确 向 树 . 为 方便 ， 我 们 可 以 想象 用 
O 表示 的 根 被 璧 分 为 一 条 边 (01,0). 当然 ， 此 边 在 所 得 图 的 


$74 iik AB HA 169 


相应 确 向 树 上 . 并 且 ， 只 有 一 条 上 树 边 与 O_1 关联 ， 记 之 为 
o; 使 t(o 1) 在 所 有 与 O 关联 的 上 树 边 中 在 (V, x) 之 下 为 极 
大 的 . 这 时 ， 除 a_: 外 ， 所 有 其 它 的 上 树 边 都 在 Yc(T) 中 有 相 
应 的 变量 .并 称 它们 为 活动 的 . 

S Aa(G; Tod) 为 所 有 活动 的 边 的 集合 , 或 者 说 ,Act(G; Tod) 
= {alva € Tod*, a X a i1). EM, 对 于 平面 嵌入 9 = 9(G), > 
R(Tod; g) 和 £(Tod; g) 分 别 表示 那些 右 和 左 活动 边 的 集合 .所 
if & Kk 2 Wd SI Tod 从 其 首 到 尾 在 此 二 端 附 近 的 此 边 上 
的 点 落 在 右 或 左手 一 侧 . 自然 ， 对 于 G 的 一 个 平面 嵌入 g, 有 


Ag(G; Tod) = (Tod; g) + C(T'od; g). (7.4.4) 


定理 7.4.1 X g EWG-(V,E) 的 一 个 平面 嵌入 ，Toc 
为 其 上 一 个 确 向 树 ， 则 


c X aE R(Tod;g); 
Ya = (7.4.5) 


& X a € Lt{Tod;g) 
对 于 a € An(G;Tod) 是 方程 (7.4.6) 的 一 组 解 . 反之 ， 若 对 一 个 


E G = (V, E), Tod 为 其 上 确 向 树 ， 且 方程 (7.4.1) 有 一 组 解 : 
Va € Aa(G; Tod), : 


(7.4.6) 


c, 24 a € Bo(G;Tod); 
Ya — à 
c X ace By(G;Tod). 


BR, Aa(G;Tod) = Bo(G; Tod) +B,(G;Tod), N) G 只 有 一 个 平 
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ERA g 使 得 


| Bo(G; Tod) = R(G; Tod): 
(7.4.7) 


B, (G; Tod) = £(G; Tod). 


证 ”因为 ?是 图 G 的 一 个 平面 甬 入 ,对 于 a,5 € Aa(G;Tod), 
Ë (yo, yg) € Ar(G;Tod*), Bi o M 6 A EME ÂR D P, Wa 
fü 8 必 处 在 不 同 的 侧 : R(Tod;g) 和 L(Tod;g). 从 而 ， 


Ya = c Al ya =E, RM vo = ¢ Ml yg — c. 
SHOW. Si BAR 
Ya + ¥p =eote=1. 


否则 , 若 (yas ga) € A(G; Tod"), Bll a f 8 UR FEM: (Tod; g) 
或 C(Tod;g). 从 而 ， 


均 满足 方程 
Ya tyg=ct+e=F+é=0, 

因此 ， (74.5) 为 方程 (7.4.1) 的 一 组 解 . 

RZ, 根据 (7.48) 依 如 下 的 方式 构造 G 的 一 个 平面 嵌入 
使 得 满足 (747) 对 于 o EV, S t 为 那 条 指向 v 的 树 边 和 
tis1 <i<l sl < i < k, 为 折 有 那些 从 %v 发 出 的 过 使 得 上 树 
Wa = ti, 或 者 Alt) 3 ta), o t, 1 S PX h(a) « v, BA 
a € By(G;Tod) 和 上 树 边 8 = si, RH, h(si) < t(B), 8 x si 
1<i<k,h(8) <v, 均 有 Be B(G; Tod). 则 ， 有 


(tuti ^ rakki 81) G olog) (7.4.8) 
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当 且 仅 当 
| yt) 5 vlt) 2o x vh 


y(sk)  Y(sk i1) A i < ylsi) 
AB. XPF w= th, ta,-- Susan 
A(x), 24 x € Tod"; 
TY(z) = 
(A(01), Alaz) -), d NI. 
x E, Qi k< Are 种 
{a4,a2,:--} = {a|Va € Tod", h(z) < t(a), h(a} <v}. 


进而 ， 对 于 任何 z = t; € Tod, 1 € i € 1, Re = sj; € Tod, 
1€ iX k, € {inin nE] = {ENE € Bo(G; Tod), (h(z) < 
t(£)) ^ (R(E) = v)}, EEL) x t(£2) = + E (ER mmc sm) 
{nl¥n € Bi(G; Tod), (A(z) < t(m) ^ (hin) = v)}, t(m) < tn) < 
co xn). W, 


(£o [0mm Nr) € e(vig). (7.4.10) 


即 为 (或 g(v)) 处 之 旋 中 的 一 段 . 当然 ， 由 定理 73.1-2, 对 于 一 
个 可 平面 图 上面 的 作法 总 能 完成 . 并 且 ， 由 Jordan 定理 可 知 
所 得 到 的 确 为 一 个 平面 风 入 9 满足 (7.4.7). h 


从 引 理 7.4.1, 允许 我 们 称 方程 (7.4.1) 的 一 组 解 和 它 的 补 为 
其 解 的 会 对 . S(G; Tod) 为 方程 (74.1) 的 解 的 所 有 合 对 的 集 
^. 

5132 7.4.2 对 于 图 G = (V, E), 确 向 树 Tod 在 一 个 Hamil- 
ton B E, Æ jS(G; Tod)| 与 Tod 的 选择 无 关 和 |S(G;Tod)| 就 是 


(7.4.9) | 
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G 的 不 同 平面 座 入 的 数目 . 

证 ”因为 在 这 里 ， 4uzz(G) = Auz (G), 无 需 假 定 平面 性 
的 可 取 性 而 只 就 Auz1{G) 而 论 即 足 并且， 由 定理 7.4.1 可 知 
每 一 个 活动 的 边 只 能 落 在 相应 Hamilton 图 的 闭 曲线 的 内 部 ， 
或 外 部 区 域 ， 根据 类 型 A, B, 或 C 的 定义 ， 活 动 的 边 之 上 述 的 
一 个 状态 恰 与 在 方程 (7.4.1) 的 解 中 相应 的 变量 取 值 为 0 或 1 
一 致 、 因 此 ， 由 上 面 所 说 的 和 将 在 $11.1-2 中 看 到 的 可 知 方程 
(7.4.1) 的 解 中 合 对 的 数目 |S(G;Tod)| 不 依赖 Tod 的 选择 而 且 
它 就 是 G 的 不 同 平面 亥 入 的 数目 . 


定理 7.4.2 对 于 图 G = (VE) 有 一 个 确 向 树 Tod 在 
Hamilton 围 上 ， 它 的 不 同 平面 嵌入 的 数目 为 


npe(G) = 27(4v7:(G)71 (7.4.11) 


其 中 oc(Auni(G)) 为 Auzi(G) 中 连通 片 的 数目 . 
证 ”由 引 理 7.42 知 |S(G;Tod)| 在 这 里 不 依赖 Tod 的 选 
%. mH, B31% 7.4.1 知 


|&(G; Tod)| a gc(Auzi(G))-1 


从 而 ， 由 引 理 7.4.2 意味 Npe(G) m |S(G; Tod)|, IED: xg PR. h 


如 果 图 G 不 是 Hamilton 图 ， 我 们 必需 考虑 一 个 臂 对 与 至 
少 三 个 基本 劈 块 关联 的 情形 , ER. 在 Hamilton 的 情形 ,由 于 无 
重 边 ， 这 种 情况 不 必 考虑 .在 这 时 ， 若 有 一 个 臂 对 与 三 个 基本 
劈 块 关联 则 必 有 一 个 基本 劈 块 仅 由 一 条 不 在 Hamilton 圈 上 的 
边 组 成 . 这 条 边 本 身 就 相应 Auz1{G) 的 一 个 连通 片 . 事实 上 ， 
CRE Aun(G) 的 一 个 孤立 节点 . 一般 地 ， 由 34.3 中 所 讨论 
的 ， 可 以 只 讨论 简单 2- 可 分 离 的 平面 图 而 不 失 一 般 性 ， 因 为 
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任何 简单 3- 914) BER ATE AS Se — 1H AE A — 3n 
组 成 ，aat(G)( 如 84.3 中 所 定义 ) 即 变 为 基本 臂 块 的 数目 . 


引 理 7.4.3 ”一 个 图 G,7od 为 它 的 一 个 确 向 树 ， 是 3- 连 
通 的 ( 非 2- 可 分 离 的 ), YAY Auni(G) 是 连通 的 . 

证 GEENE Aur (G) 并 不 连通 . 由 引 理 7.4.1, 
对 于 Auzi(G) HAE (7.4.1) 的 解 ， 至 少 有 两 个 合 对 . 然 ， 由 定 . 
38 7.41, G 至 少 有 两 个 不 同 的 一 平面 嵌入 . 这 就 与 定理 43.3 予 
盾 ， 从 而 ， 必 要 性 成 立 . 

RZ. 4 Aus, (G) 是 连通 的 , 则 由 引 理 7.41, 对 于 Auzi(G) 
的 方程 (7.4.1) 的 解 中 丛 有 一 个 合 对 .进而 ， 由 定理 7.4.1, 按照 
(7.4.7) 的 方式 只 有 一 个 平面 嵌入 ， 因此， 由 定理 4.3.3, G 必 为 
3- 连通 的 . 充分 性 得 证 . 4 


如 果 G 是 2- 可 分 离 的 , WARES — 1893 (uv) 至 少 与 
三 个 辟 块 关联 ， 而 且 它 们 中 没有 一 个 是 由 一 条 边 组 成 . 然而， 
Auz1(G) 不 依赖 在 一 个 壁 对 处 劈 块 的 循环 次 序 的 选择 ， 而 这 种 
循环 次 序 却 是 由 平面 嵌入 唯一 决定 的 . 或 者 说 不 同 的 循环 次 确 
定 了 不 局 的 平面 能 入 , 从 而 , 在 一 般 的 情形 下 , 对 于 Aus (GC) 的 
方程 (7.4.1) 的 解 的 合 对 不 再 唯一 地 引出 G 的 一 个 平面 嵌入 ， 


引 理 7.4.4 ”对 于 任何 一 个 不 可 分 离 图 G( 当 然 ， 简 单 2- 
可 分 离 的 ), Tod 为 其 上 的 一 个 确 咎 树 ， Aum (G) 是 不 连通 的 当 
BRE G 至少 有 一 个 辟 对 . 所 有 相应 在 Aun(G) 的 同一 连通 
片上 的 节点 的 上 树 这 在 G 的 同一 个 基 对 辟 块 之 中 .两 个 相应 
Auzi(G) 的 不 同 连通 片上 的 节点 在 G 的 不 同 的 基本 辟 块 中 . 

ik ” 引 理 的 第 一 个 结论 实际 上 是 引 理 743 的 另 一 个 说 


E HEJH. 
假设 a 和 8 是 二 个 上 树 边 而 且 分 别 在 G HBR AA B 
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中 . 如 果 yo 与 ye 在 Aum (G) 中 是 连通 的 , 则 有 一 条 路 P(ya, ye) 
在 Auxi(G) F. 不妨 取 这 样 的 a 在 4 中 和 8 ERB 中 使 得 路 
P{ya ug) 为 最 短 . 由 4 和 上 BB 选择 之 任意 性 , 路 Pla yo) 只 能 是 
一 条 边 . XE o 和 6 同 在 类 型 C 中 , 即 o Same 8. 由 于 篇 单 2- 可 
分 离 性 , 从 定理 7.4.1 依 $4.3 中 所 定义 的 将 4 反射 可 得 G 的 另 
一 个 平面 嵌入 使 得 它 所 确定 的 对 于 Aur (G) 的 方程 (7.4.0 的 
解 与 原来 的 之 间 ye 的 值 改变 了 但 的 值 不 变 . 这 样 ， 就 有 a 
Dif 8 与 a Sam 8 FIR. 相仿 地 ， 我 们 也 可 以 证 明 不 可 能 有 a 
Difo 3. 从 而 ， ya 和 ye 不 可 能 在 4uzi(G) 的 同一 连通 片 中 . 
这 就 证 明了 第 二 个 结论 . 

进而 ， 假 设 a,8 € Tod* (ya,ye €. VL) 在 G 的 同一 个 基本 
BEDS AH. 如 果 yo 和 ye 在 Aun (G) 中 不 连通 , 则 由 定理 7.4.1 
可 以 得 到 G B3 58 — 3E TRE CA IE 8 的 状态 改变 了 而 a 的 则 
不 变 、 由 定理 4.3.4, A 必需 含有 一 个 壁 对 ， 这 就 与 4 是 一 个 基 
本 臂 块 矛盾 . 从而， 只 能 加 与 ye 在 Auxi(G) 中 连通 . 第 三 个 
结果 亦 真 . t 


定理 7.43 对 任 一 不 可 分 离 的 可 平面 图 G( 当 然 ， 简 单 
2- 可 分 离 的 ), Tod 为 其 上 一 确 向 树 ，G 的 拓扑 不 等 价 的 平面 蔡 


入 的 数目 为 
fpe(G) = 2 Aves (7.4.12) 


证 ”因为 Aun(G) 是 连通 的 当 且 仅 当 Awzx1(G) EXE 
的 ， 从 引 理 7.4.4 和 定理 4.3.4 即 得 定理 . h 


更 进一步 , 这 个 定理 可 以 引伸 到 一 般 的 不 可 分 离 可 平面 图 

G 无 需 是 简单 2- 可 分 离 的 ， 这 时 ， G 的 不 同 平面 幅 入 的 数目 
为 
pe{G) = 254591 TTG; — DO) (7.4.13) 


i21 
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其 中 ¢(Aure(G)) 为 Auzai(G) 的 除去 所 有 那些 特殊 的 孤立 点 之 
外 的 连通 片 的 数 日 . 这 里 的 所 谓 特殊 是 指 每 个 孤立 点 对 应 的 上 
树 边 的 两 端 均 形成 G 的 一 个 臂 对 . 关于 a AL, 的 意义 可 在 843 
中 得 到 . 在 §11.1-2 中 也 将 会 看 到 (7.4.13) 的 正确 性 . 


87.5 EI 


7.5.1 关于 3~ 正则 可 平面 图 的 平面 能 入 ， 在 87.1 中 的 
讨论 取 自 [Liu 19]. 但 , 公式 (7.1.1) 和 (7.1.2) 比 原来 的 要 清楚 得 
多 ， 而 且 ， 关 于 线性 性 的 估计 在 那里 第 一 次 出 现 . 在 这 一 章 ， 
我 们 还 看 到 了 这 一 方法 引伸 到 一 些 更 一 般 的 情形 ,特别 是 确 向 
树 是 路 但 不 一 定 在 Hamilton 圈 上 的 情形 [Sun1, Xul]. 

7.5.2 平面 性 与 平面 嵌入 的 基本 序 表征 首先 在 [Liu23- 
25| 中 研究 的 ， 那里 利用 的 是 布尔 的 方法 . 但 所 给 出 的 禁用 构 
形 过 于 复杂 . 不 管 怎样 ， 在 87.3 中 则 大 为 简化 ， 而且 这 里 还 提 
供 了 关于 线性 性 的 更 为 具体 的 信 计 . 

7.5.3 在 374 中 给 出 了 确定 一 个 图 的 不 同 平面 嵌入 数 
目的 一 般 公 式 . 在 [Liu24] 中 ， 仅 提供 了 Hamilton 可 平面 图 之 
情形 . 

7.5.4 “如何 表征 平面 性 辅助 图 ,即使 对 一 类 特殊 的 如 3- 
正则 的 图 仍然 是 一 个 公开 的 问题 ， 当 然 ，3- 正则 的 图 对 于 确 
向 树 为 路 的 平面 性 0- 辅助 图 就 是 区 间 图 {Gol2]. 


BAS 
BART HA 
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假设 G OBA ADP RAM ELTE A9 — TP RC. MG) 
也 已 给 出 , 我 们 现在 的 任务 是 判定 可 否 将 这 个 平面 檬 入 变换 成 
另 一 个 使 得 具有 如 下 性 质 : 


Rec. 所 有 节点 均 在 欧 氏 或 仿 射 平面 的 格子 点 (或 者 说 
整 点 ) 上 . 


Rec.2 每 一 条 这 均 为 折线 且 由 有 限 条 水 平和 竖 直 线段 
组 成 ， 或 者 在 仿 射 的 情形 这 个 折线 由 有 限 条 直线 段 组 成 
且 这 些 线段 可 分 为 二 类 每 一 类 中 的 线 恬 均 与 二 个 上 坐标 回 
之 一 平行 . 


Rec3 无 限 面 保持 不 变 ， 


dr u(G) 可 变 为 这 样 的 嵌入 ， 则 称 MG) 为 纵横 可 扩张 的 . 
这 种 满足 性 质 Rec.1-3 的 嵌入 被 称 为 x(G) 的 BBR. 一 个 图 
G 的 任何 一 个 满足 性 质 Rec.1-2 HF RRA RAW EH RR 
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A, 也 可 以 说 是 G EPA x(G) RRA. AU 
果 u(G) 有 一 个 面 使 得 以 它 为 无 限 面 时 yx(G) 是 纵横 可 扩张 的 
WE L(G) E ART KAY. 若 不 管 取 那 一 个 面 作为 无 限 面 ， 
WG) 都 是 纵横 可 扩张 的 ， 则 称 G) 是 纵横 可 实现 的 . 进而 ， 
若 图 G 有 一 个 平面 姓 入 是 纵横 可 扩张 的 则 称 G 是 纵横 可 嵌入 
的 . 3; G 的 所 有 平面 嵌入 均 为 纵横 可 实现 的 ， 则 也 称 G 本 身 
是 级 横 可 实现 的 . 当然 ， 不 是 任何 的 平面 从 入 都 是 纵横 可 扩张 
的 . 事实 上 , 车 一 个 图 G 有 一 个 节点 次 大 于 4 则 它 的 任何 平面 
嵌入 均 非 纵横 可 扩张 的 ,理由 是 在 任何 纵横 骨 入 中 ， 每 个 节点 
只 有 站 种 可 能 的 方式 与 其 它 节点 连接 , 记 这 四 种 方式 为 Nde), 
WE), S( 南 ) 和 EGR). 

在 一 个 纵横 嵌入 中 , 可 以 在 一 条 边 上 上 有 疙 个 内 点 它们 每 个 
都 与 此 边 上 的 水 平和 紧 直 线段 相遇 . 这 些 点 称 为 所 在 边 上 的 vr. 
妇 果 在 一 个 纵横 髓 入 中 ， 在 每 一 条 边 上 的 折 均 不 超过 k, 则 称 
它 为 -嵌入 . FAH, ORTOP RRA BF k- RA 
表示 使 无 限 面 保持 不 变 ， 则 称 它 为 -可 扩张 的 . BP ERR 
入 对 于 任何 一 个 面 作 为 无 限 面 都 是 k- 可 扩张 ， 则 称 它 为 -可 
实现 的 . 进而 ， 如 果 一 个 图 有 一 个 k- XS WHE KT RA 
的 , 和 同样 地 可 知 ， &- 可 实现 的 . 


引 理 8.1.14 X —^-3- EWR G — (V, E) 有 了 Tod 为 它 的 
一 个 确 向 树 且 在 一 个 Hamilton BB E, WG 的 任何 一 个 平面 嵌 
入 全 是 3- 可 扩张 的 . 

证 由 于 G 是 3- 正 则 的 有 w= |V| =0 (mod 2). P 
为 除 Tod 的 二 个 端点 外 ， 甚 它 每 个 节点 都 只 与 一 个 上 树 边 关 
EX. 但 ， 这 二 个 端点 的 每 个 都 与 两 个 上 树 边 关联 从而， CA 
B= 5 +1 RE. 设 在 Tod 的 右 侧 有 sl 条 上 树 边 ， 则 必 有 
sa 一 E- st 条 上 树 边 在 Tod HAM. HEB 7.1.1, 在 每 一 侧 的 
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上 树 边 ， 仅 除 那 条 在 Haimlton 图 上 的 上 树 边 ao 外 ， 均 可 用 如 
下 定义 的 等 价 关系 ~p 235: Va, B € Ao (BK A1), 


a ry B = (h(a) < A(B) < t(B) < tla) 
V(h(B) < h(a) x tla) < (8). (8.1.1) 


4 E,(R),--+, EQ) EAD), EL) 分 别 为 Tod 的 右 侧 和 左 


tuns X AN 
k(R) = max |E,(R)l; 


i<i<r 


(8.1.2) 


k(L) = max |E;(D)]. 


W, G 的 平面 嵌入 可 以 如 下 的 方式 表示 . 

首先 ， 将 Tod 放 在 水 平 线 上 占 v - 1 个 单位 使 其 上 每 一 
条 边 为 单位 水 平 线段 并 且 方 向 为 从 小 到 大 . Æ ao 的 二 端 同 与 
Misa E; isis. E,(R)) 关联 ， 则 将 ao 用 Tod a (Fe) 3l— 
条 带 两 个 折 的 线 表 示 . 其 中 的 两 个 折 在 Tod EL CP) AR kR) 
(k(L) - 1) 单位 的 水 平 线 上 . 它们 的 横 坐 标 与 Tod 的 二 端 相同 . 
S, oo 二 端点 必 与 不 同 侧 的 边关 联 . 车 ao TE Tod 的 根 处 与 
Mise ER) Qe Ej;(L) 关联 ， 则 从 根 (Tod 的 另 一 端 ) 向 
Zr (H) 沿 水 平一 个 单位 后 向 下 CE) ERE ÉE KG) 1 (REZ) +1) 
个 单位 再 水 平 线 向 右 (Ze) 到 Tod 的 另 一 端 ( 根 ) 所 在 的 横 和 坐标 
沿 竖 直线 向 上 CF) 达到 Tod 的 另 一 端 ( 根 ). 这 样 得 一 个 有 三 
个 折 的 线 表示 ao. 

然后 ,根据 由 平面 嵌入 所 确定 的 旋 纵 横 地 嵌入 每 一 类 ER), 
1«isrf E(D1isjzL Blin, E E= {aaa} 为 
一 类 满足 


hla) < h(as-1) <- x h(a) 4 tla) < tla) < < tlas), 
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DA ay RE ARE hide A a 5 ELDER Bt E YE Tod 的 左 
(Ay) 侧 a; 上 的 连 二 折 的 水 平 线段 落 在 上 距 Tod 所 在 的 线 上 (F) 
方 i 个 单位 的 水 平 线 上 ，1 <i< s. 由 此 ， 即 可 得 引 理 . t 


引 理 8.1.2 ”任何 3- 正则 图 的 平面 区 入 都 是 妇 可 扩张 
的 ， 其 中 t+ 是 [0,/99/4] +2! 上 的 一 个 整数 ， 


证 ”根据 由 G 的 平面 嵌入 所 确定 的 在 每 一 个 节点 处 的 
旋 ， 我 们 可 以 先 嵌 入 确 向 树 Tod 到 平面 上 依 如 下 的 两 步 : 


步 1 将 此 树 的 最 长 路 各 入 到 平面 上 一 条 水 平 直线 内 使 
得 每 边 均 无 折 ， 


步 2 在 已 经 嵌入 的 部 分 中 若 有 Tod 的 3- 次 节点 HA 
一 关联 边 未 典 入 则 媒 入 由 此 节点 始 沿 Tod 未 嵌入 的 边 的 最 长 
路 在 垂直 于 v 处 已 嵌入 部 分 的 直线 上 使 得 每 边缘 无 折 , 当然 ， 
如 果 需 要 ， 可 通过 细 分 使 所 有 节点 全 落 在 格子 点 上 . 


然后 ， 织 模 地 贱 入 上 树 边 . 设 a € Tod 和 P, 为 在 Tod 上 
JA hla) 到 t(a) 的 路 . 若 Pa Æ Tod LE nla) PHT, 则 由 3- 正 
刚性 以 及 Tod 的 性 质 ， 总 可 用 m(a)+ 2 折 的 线段 实现 a HK 
A. 图 8.1.1 显示 了 最 不 利 的 情形 ， 其 上 粗 线 表 Tod HRA. 
细 实 线 为 上 树 边 的 杠 入 ， 


8.1.1 
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而 且 ， 可 以 证 明 ， 对 于 如 此 得 到 的 纵横 嵌入 ， 


nor(G) = max mía) (8.1.3) 


是 这 样 的 一 个 整数 使 得 
Y -3)«vw(G)-3-X 373 +i), (8.1.4) 
Bp 
— te < v(G) -3< Tn3. 

也 此 ， 可 得 

nr(G) < |v(G)/4]. (8.15) 
{二 式 (8.1.4-5) 的 证 明和 留 给 读者 1) 从 而 ， 用 与 引 理 8.1.1 的 证 明 
中 相仿 的 方法 可 导致 引 理 成 立 . 4 


定理 8.1.1 ”一 个 可 平面 图 G (VUE) 是 k- 可 实现 的 
(k € v(G) 4), 当 且 仅 当 六 中 节点 次 的 最 大 值 不 大 于 A. 


证 ”由 于 任何 一 个 次 大 于 4 的 节点 均 不 可 纵横 地 媒 入 到 
平面 上 ， 必 要 性 显然 . 

反之 ， 由 引 理 7.3.5 n HERI T FEE PRADA A — 
个 5- 正 则 图 的 平面 幅 入 变换 而 来 ， 事实 上 ， 图 G 的 平面 嵌入 
总 可 从 它 的 伸 长 图 G 变换 而 得 到 .在 这 个 变换 中 ， 只 用 到 如 
图 8.1.2a 和 图 8.1.2b 所 示 的 两 种 运算 即 可 从 G 的 一 个 纵横 嵌 
AZRA G 的 一 个 纵横 嵌入 . 不过， 要 注意 经 过 这 二 种 变换 至 
多 使 一 边 增加 2 个 折 . 又 ， 每 边 与 两 个 节点 关联 率 多 接触 到 二 
次 这 种 运算 ， 故 至 多 增加 4 折 ， 由 引 理 8.1.2, 则 得 充分 性 . h 


在 一 个 纵横 堪 入 中 , 一 个 面 若 没 有 一 条 水 平 或 竖 直 线 与 它 
的 内 部 区 域 有 两 个 或 更 多 直线 段 ， 其 中 至 少 有 一 个 为 有 限 的 ， 
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ASE WAT & ABER). 进而 ， 若 一 个 纵横 嵌入 的 所 
有 面 均 为 凸 的 ， 则 称 它 为 OPO A. HEMET. Ge 
嵌入 即 一 个 k- 嵌入 是 纵横 地 凸 的 ， 车 一 个 图 的 某 平 面 嵌 入 有 
一 个 纵横 扩张 是 纵横 地 西 的 ， 则 称 它 是 级 横 地 凸 可 扩张 的 . 若 
一 个 平面 伐 入 不 管 那个 面 作为 无 限 面 均 为 纵横 凸 可 扩张 的 , 则 
称 它 是 纵横 地 西 可 实现 的 . 相仿 地 ， 我 们 也 可 知 对 于 一 个 平面 
BOX, ERROR THR AA TRA MY. 


(a) (b) 
图 8.1.28 
l e 
mp v E : : 
(a) (b) 


8.1.2b 


在 一 个 节点 次 不 大 于 4 的 图 G = (V, E) RRA 
H, 若 有 一 个 次 为 4 的 节点 "的 四 个 邻 节点 全 落 在 以 v 为 原点 
的 同一 个 象限 中 ， 则 称 "为 de s. 


引 理 8.1.3 ”节点 次 不 大 于 4 的 图 G = (VE) 的 一 个 方 格 
点 凸 棋 入 是 在 节点 的 位 置 不 变 的 条 件 下 纵横 地 凸 可 扩张 的 ， 当 
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且 仅 当 它 没有 拒 凸 点 ， 
证 “区 为 徐 易 看 出 ， 一 个 抠 凸 点 至 少 引 起 与 它 关 联 的 一 
个 面 为 纵横 地 非 凸 的 (在 节点 的 位 置 男 定 的 条 件 下 ), 引 理 的 必 
反之 , 由 于 任何 一 个 方 格 点 嵌入 的 无 限 面 总 可 以 扩张 为 纵 


RON. 不 管 在 它 的 内 部 区 域 中 的 节点 之 位 置 如 何 只 要 其 边 
界 上 节点 位 置 国定 即 可 ， 从而， 我 们 只 需 讨 论 内 节点 . 


(e) (d) 


8.1.3 


情形 1 设 一 个 内 节点 "是 3- 次 的 容易 验证 所 有 与 它 
关联 的 那 三 个 面 均 可 扩张 为 在 。 附近 角 内 是 纵横 地 凸 的 . 


情形 2 设 一 个 内 节点 %v 为 4- 次 的 ， 且 由 嵌入 之 西 性 和 
v 不 是 拒 西 点 . 这 时 ， 就 其 相 邻 四 节点 的 相对 位 置 而 言 只 可 能 
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出 现 如 图 8.1.3(a), (b), (c) 和 (d) 四 种 状态 之 一 而 不 计 对 称 之 状 
A 事实 上 ,在 这 些 图 中 已 经 给 出 了 在 v 附近 各 面 的 纵横 的 凸 
扩张 . 

最 后 ， 所 有 的 Poux, 即 无 限 面 边界 内 部 的 边 均 可 用 单调 上 
升 或 下 降 的 折线 表示 即 可 得 到 一 个 纵横 地 凸 诅 入 、 从而， 充分 
性 得 证 . h 


并 不 是 说 图 G 的 任何 一 个 方 格 点 凸 嵌 入 KG) 均 可 以 变换 
到 无 拒 凸 点 从 而 可 得 到 它 的 一 个 纵横 地 凸 扩张 . 若 在 这 个 拣 入 
aG) 中 ,有 一 个 器 C 其 上 所 有 节点 全 是 4 次 的 并 且 窒 有 三 个 
节点 ， 它 们 的 每 一 个 都 婚 有 一 条 关联 边 在 C. 的 内 部 也 有 一 条 
在 C 的 外 部 和 其 它 的 所 有 节点 ， 每 个 均 有 二 条 关联 边 在 C 的 
内 部 ， 则 称 之 为 4- 次 3- 2-8 HI. 用 (4,44) 表 之 ， 可 以 验证 ， 
TERI — P231 T SEU. KG) 只 要 它 有 一 个 构 形 (4,4, 4) 则 绝 
不 能 扩张 为 一 个 纵横 地 凸 嵌 入 . 其 理由 是 在 KG) 的 (4,4,4) 上 
不 可 避免 地 有 一 个 拒 凸 点 ， 


引 理 8.1.4 车 节点 次 不 大 于 4 的 图 GRETL 
入 (当然 ， 非 纵横 地 ) 合 构 形 (4,4,4), W G 的 任何 一 个 西风 入 均 
可 扩张 为 这 样 的 一 个 方 格 点 凸 嵌 入 使 得 所 有 节点 均 非 拒 凸 点 . 


证 首先 ， 由 $4.4 中 所 讨论 的 可 知 ， 若 GAGRA W 
G 必 有 方 格 点 凸 嵌入 ， 故 ， 可 以 假设 WG) 为 G 的 一 个 方 格 点 
RA. 若 MG) 没有 拒 凸 点 则 即 为 所 求 ， 否则， 对 w(G) 的 拒 
西点 数 进行 归纳 . Q o 是 KG) 的 一 个 拒 凸 点 .由 于 无 (4,4,4)， 
FORMA OER G 的 有 限 性 ， 可 以 假设 "的 四 个 邻 节 
点 ABC 和 DD 中 点 ALB 和 C TE D IBS SS — RR PIT BA 
再 是 拒 凸 点 (如果 B 仍 为 4- 次 的 话 ) 这 就 是 说 有 如 图 8.1.4(a) 
所 示 之 形式 , 角 ABC 大 于 5.38 B JE 3- 次 的 ,我 们 也 可 假设 
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fü ABC KF 3 mE 8.1.4(b) Bim. AASB, WH B HB 
RZ. 其 中 ，B' 为 BM 上 充分 接近 M 的 一 个 点 ， MH AC 
之 中 点 和 4 与 6 为 与 角 ABC 关联 的 面 边界 上 与 B 相 邻 的 二 
个 节点 . 然而 ， 在 图 8.1.4 (a) 与 (b) 之 情形 下 ， 均 可 在 两 四 
边 形 AvCB fü BA'B'C' 的 公共 区 域 中 取 一 个 充分 接近 B 的 方 
WAR ov. 其 中 ， A,B 和 C' 分 别 为 过 4 的 竖 直 线 与 过 B 的 
水 平 线 ， 过 4 的 竖 直 线 与 过 C 的 水 平 线 ， 和 过 C 的 水 平 线 与 
过 8B 的 竖 直线 之 交点 .这样 ， 我 们 总 可 在 eG- o) 增 一 个 点 
v HEARE vA, v'B,wC 和 v'D 而 得 到 G 的 另 一 个 方 格 点 
DRA (G) Hv 的 求 取 法 ， 在 w{G) 中 节点 v = v 不 再 是 
JE. WA, FACe4+ 次 的 ， 则 由 于 无 构 形 (4,4,4), 在 
AfG) 中 不 可 能 有 边 (A, C). 这 就 使 我 们 能 够 使 4,C 均 不 会 在 
u'(G) 中 变 为 新 的 拒 凸 点 ， 当 然 ， 若 DD 为 4- 次 的 ， 由 于 wv 和 
v' 在 品 处 的 同一 个 限 中 ， 也 不 会 使 DD 在 (GCG) 中 变 为 新 的 拒 
Ps. 由 于 LO) 的 拒 凸 点 数 比 KG) 21, 则 从 归纳 假设 ut (G) 
WS RRA AMORA. 从而， G 有 一 个 方 格 点 凸 嵌入 无 


ED. 引 理 得 证 . h 
: x i Ax | 
P P T | NS " 
| 4 Ow ae 一 
a NS N- 
i " 
(a) (b) 
图 8.14 


定理 8.1.2 ”任何 节点 次 不 超过 4 且 无 构 形 (4,4,4) 的 3- 
连通 平面 图 G X x 9 3p x6. 
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证 ”由 定理 442 40 G BAAR ARAB ARM 7G 
限 面 的 选择 ， 由 于 G 7G (4,4,4), 即 对 于 任何 平面 嵌入 KG) 省 
无 (4,4,4), WEY —PA RR DRA, 不管 那 个 面 作为 无 限 
面 均 无 (4,4,4). Hi [HE 8.1.3-4, 即 得 G 是 纵横 地 是 可 实现 的 . 

t 


BOR 108 RADAR BST FEE A Jena T RA. 但 在 
BR GORE, HRA A BRA. 其 中 也 包括 一 
些 没有 一 般 的 凸 嵌 入 的 图 .更 为 一 般 的 结果 可 参见 [Liu29]. 


88.2. TRAE 


上 一 节 ,我 们 已 经 知道 ,任何 一 个 节点 次 不 大 于 4 的 可 平 
WE, RE 充分 大 都 是 k- 可 能 入 的 ， 在 那里 上 依赖 图 的 
Ur. 本 节 的 目的 在 于 给 出 使 得 任何 节点 次 不 大 于 4 的 可 平面 图 
Bk 可 驹 入 的 这 个 k 的 最 小 值 ， 结 果 是 这 个 值 为 3, 不 依赖 
图 的 阶 , 因 与 一 个 显 节 点 关联 的 边 总 能 纵横 嵌入 到 平面 上 而 无 
折 和 对 于 图 的 边 的 细 分 不 会 使 的 值 提高 , 这 里 ， 我 们 可 以 不 
考虑 显 节点 ， 即 1- 次 节点 , 和 2- 次 节点 的 出 现 . 为 简便 , 称 仅 
由 3- 次 和 4- 次 节点 组 成 的 可 平面 图 为 标准 图 . 对 于 G 的 一 
A BA px(G) 的 一 个 图 C 上 的 一 个 节点 w 若 在 C 的 内 部 
BRS v 关联 的 角 为 7, m, R T, 则 分 别称 v 为 C 的 内 ， 直 ， 
或 外 节点 . 当然 ， C 上 的 任何 一 个 节点 都 处 在 这 个 三 状态 : 
内 ， 直 和 外 之 一 ， 4 


2, Sv 为 C 的 内 节点 ; | 
St(v; Cin) = 1, 当 v 为 C 的 直 节 点 ; (8.2.1) 
0, 4vAC 的 外 节点 . 
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并 称 它 为 在 C Luh REAR SX. PLUS AUC. 进而 ， 令 
St(v; Cin) = 2 — St(v; Cin). (8.2.2) 
并 称 它 为 St(v, C) 的 补 . 则 ， 可 见 
St(v; Cout) = St(v; Cin). (8.2.3) 


XE, St(vi Cour) 为 v 在 C 上 的 另 一 个 状态 函数 ， 也 称 外 状态 
函数 , 只 是 将 C 的 内 部 改 为 外 部 . GC 是 一 个 面 了 的 边界 时 ， 
St(v; Cin) 和 St(vi Cour) 分 别 用 St(v; f) = St(v, fin) 和 St(v; fout) 
所 代替 . 事实 上 ， Si(w; Cin) (St(v; Co4)) 指出 了 在 C 的 内 (外 ) 
部 区 域 与 v 可 允许 连 边 的 最 大 数 . 

对 于 一 条 与 v 关联 的 边 e, WMR e 是 从 N( 北 方 ), W( 西 方 )， 
3( 南 方 ), 或 E( 东 方 ) 5i v 连接 ， 则 分 别 用 e(v) 一 N, el)  W 
e(v) > S, X e(v) > F#m. 记 


N, 34 e(v)— Yi 
W, Bev) Ww; 


Die(e;v) - (8.2.4) 
S, X e(v) 8; 


E, X4 e(v) E, 


并 称 之 为 e 在 处 走向 . 

4 fo GT k- XA mG) 的 无 限 面 ， 若 fo 的 一 个 
直 节 点 v 有 一 条 从 v 出 发 垂直 fp 在 v 处 的 面 边界 的 半 直 线 在 
fo 内 不 与 mG) 的 任何 其 它 节 点 或 点 交叉 ， 则 称 它 是 裸 的 . 若 
一 个 裸 节点 v 处 的 那 条 半 直 线 是 从 ”指向 北 (N), 西 (W), 南 
(S), RX (E), 则 称 它 为 fo 的 北 、 西 、 南 、 BART A. 
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引 理 8.21 FORE TRAH (& 211), 8] GR XE GT 
A k- RA n (G) 18 4 xk 6 RR EE. E PREDA 3- 节点 (或 3- 
次 的 节点 ) 全 是 直 节 点 . 


pe. 


(a) ux (G) (b) uG) 


8.2.1 


证 ”对 无 限 面 fo 325 LAP RAY 3- 节点 的 数目 用 归纳 法 ， 
若 这 个 数 为 0, 容易 看 出 us (G), k > 1, 本 身 满足 定理 ， 设 Ë 
边界 上 的 一 个 3- 节点. 它 不 是 直 的 ， 设 在 fo 的 边界 上 与 
v 关联 的 二 边 中 有 一 个 带 折 s 使 vs 是 一 个 水 平 ， 或 竖 直 的 线 
段 且 自 然 St(s; fo) = 2( 如 (82.1) 所 示 ). 由 于 o 不 是 直 的 ， 则 
St(v; fo) = 0. 我 们 总 可 以 假定 St(v; fi) = 1, 其 中 所 Hs 关联 
的 那个 有 限 面 ， 在 mG) 上 通过 平行 移动 由 v BREET vs 
5 fi 的 内 部 相遇 的 射线 沿 vs 到 s 使 得 与 它 垂直 的 线段 的 交点 
用 在 此 移动 中 走 的 轨迹 所 代替 如 图 8.2.1 所 示 . 在 所 得 的 k- BR 
入 un (G) 中 节点 wv 对 于 fo 变 为 直 的 , WES TE fo 的 边界 上 非 
E 3- 节点 的 数目 少 1. 否则 ， 即 s 是 一 个 节点 ， 用 平移 px(G) 
EM v 始 通 过 s 的 极 长 线段 沿 fo 边界 上 与 v 关联 的 另 一 边 的 
相反 方向 一 小 段 并 记 v 的 轨迹 之 终点 t WATE k- RA uL(G) 
土 边 (vs) 上 的 一 折 ， 且 Stl; fo) = 0. 这 时 St(v; 5) = 1, Bl v 
变 为 直 节 点 ， 从 而 ， fo 边界 上 非 直 节点 的 数目 比 u(G) 7b 1. 
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由 归纳 法 假设 ， 即 可 得 引 理 . i 


引 理 8.2.2 ”对 于 大 > 3, 车 图 G = (VE) A-A k- K 
A. 则 它 可 扩张 为 这 样 的 一 个 k- 嵌入 使 得 在 无 限 面 fo 的 边界 
上 所 有 3- 节点 全 是 裸 的 ， 


证 ”对 G 的 阶 用 归纳 法 ， 当 阶 小 时 易 验 证 ， 一 般 地 ， 设 
v BGR k- HA lG) 的 无 限 面 fo 的 边界 上 的 一 节点 . We 
的 次 若 不 是 3 必 为 4. WE o 是 3- 次 的 . Fr, v 和 ws AA v 
相 邻 的 节点 . 我 们 可 以 假定 它们 的 次 全 为 4 而 不 失 一 般 性 . 由 
于 px(G —v) dE k- RA. WIP, (CG —v) 可 以 扩 
张 为 以 {G — v) 使 得 在 它 的 无 限 面 fo 边界 上 的 所 有 3- 节点 是 
RAS. id 


Ar(vi, va, va; fo) = (Ar(vii fo), Ar{v2; fo), Ar(va; f0)). (8.2.5) 


EH, Aro; f) o Æ IRAR, RRR REN 
向 上 在 % 处 可 以 连 边 ， 则 ， 由 对 称 性 ， Ar(v1, 02,09; fo) 只 可 能 ， 
有 如 下 四 种 可 能 情形 ， 


(N, N, N}, (N, E, N), (N, S, N), (N, E,W). 


对 于 每 一 情形 ， 我 们 均 可 在 pk(G — v) PRETA 可 能 通过 
作 引 理 8.2.1 的 证 明 中 引进 的 运算 后 求 得 aG) 使 之 满足 所 需 
求 之 条 件 ， 如 图 8.2.2 所 示 . 

Rut ek. E vivos 和 za 为 v ABR. 同样 
地 ， 可 设 plui) = 4, i = 1,2,3,4, MRA ME. mE. DAR] 
样 的 理由 ， 可 以 设 MG- v) 为 一 个 k- 嵌入 并 满足 所 要 的 条 
f. 在 Ar(vi, va, va, va; fo) 的 所 有 可 能 情形 中 ， (N,N, S, E) 各 
(N,E,S,W) 是 二 种 最 不 利之 情形 会 导致 在 一 条 边 上 用 较 多 的 
折 ， 然 而 ， 我 们 仍 可 变 多 半 要 经 过 如 引 理 8.2.1 引进 的 移动 而 
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得 到 G 的 一 个 k- RA ux (G) 使 之 满足 引 理 中 要 求 的 条 件 ， 
k > 3, 如 图 8.2.3 所 示 . 从 而 ， 引 理 得 证 . h 


(c) (N, S, N) (d) (N, E,W) 


图 8.2.2 


定理 8.2.1 eA RAF AF ANTE NP 3X 
3b ey. 


ur X G 的 阶 用 归纳 法 . 当 阶 较 小 时 , 容易 验证 . 如 前 面 
所 提 到 的 ， 只 讨论 G 的 所 有 节点 的 次 非 3 即 4 的 情形 就 够 了 . 
4 veV. 由 妇 纳 假设 可 知 Gv 是 3- STREAM. BE js(G - v) 
为 它 的 一 个 3- RAGE v 的 邻 节点 全 在 它 的 无 限 面 fol) 的 
边界 上 ， 由 引 理 8.2.12, 可 以 假设 fo(v) 边界 上 的 所 有 3- 节点 
全 是 裸 的 ， 这 样 就 允许 我 们 在 ow) = 3 时 将 立 放 到 fo(v) 的 内 


190 AR SABER[ERALTE 


PEA (v, vi), (v v2) 和 (o, v4) HELA 3 折 ， 如 图 8.2.2 所 
示 ， 和 和 在 el) = 4 时 相仿 地 如 图 8.2.3 Bros. 由 ps (G — v) 得 到 
G 的 一 个 3- BEA us(G). 25 v 的 邻 节 点 不 全 是 在 fow) 的 边界 
上 ， 容 易 由 as(G - v) 得 到 us(G). 由 fo 的 任意 性 即 得 定理 .1 


(a) (W, S, E, N) (b) (N, E, $,W) 


8.2.3 


在 图 8.2.4 P, (a) 给 出 了 正八 面体 Te 和 (b) 为 它 的 一 个 
3- RRA. 


A 
ri i | ^ 
Eu D 
E ogg SECT 
l6 ae MT 
ze I 
b c 
(a) Hs : (b) ns(IIs) 
8.2.4 


5[28 8.2.8 ”正八 面体 Hs HEME RRA ES SK 
为 一 个 2- RX. 
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证 ”由 定理 4.2.3 和 对 称 性 ， 不 管 取 那 一 个 面 为 无 限 面 所 
得 的 Ha. ROE RR AR FART KY SA 8.2.4(a) 所 表示 的 无 
F. WE, Ar(ab.ed;fo(Ils — A) 只 有 如 下 12 种 情形 值得 
讨论 : 
(N,N,N,S), (N,N,E,S, (N,N,E,W), 
(N, N,E,E), (N,E,N,S), (N,N, SW), 
(N,N,S,S) (N,S,N,E) (N,S,N,S), 
(N,E,S,W), (N,E,W,S), (N,S,E,W) 


出 现在 C = abed 的 k- RAP, k «2. 然而 不 管 上 面 的 那 一 种 
情形 ， 容 易 验 证 ， 均 不 可 能 分 别 置 4 和 B 于 它 的 外 部 和 内 部 
而 得 到 Hs 的 一 个 2- EA. 从 而 ， 引 理 得 证 . h 


这 个 引 理 告诉 我 们 定理 8.21 的 结果 已 经 是 最 好 的 可 能 ， 
PETERT. 然 ， 我 们 还 可 以 用 在 定理 8.2.1 的 证 明 中 出 
现 的 相仿 的 方法 将 定理 8.2.1 引伸 得 到 如 下 的 推论 . 

推论 8.2.1 ”任何 节点 次 至 多 为 上 1<k<4, 的 可 平面 图 
均 (k— 1)- TRA- 

TE o Mkb-112HL Eb 4k =4 时 ， 就 是 定理 8.2.1 
RFRA = 3 的 情形 ， 对 G 的 阶 用 归纳 法 ， 从 定理 8.21 的 
证 明 过 程 中 如 图 S2. 所 示 ， 即 得 推论 . t 


4 Z = Z(v,u) WAAC (XE EO RERE uv 和 二 条 从 
u FI v 发 出 并 与 uv 垂直 的 射线 所 围 成 的 区 域 . Zo = Z(v.w). 
其 中 心 为 wo 的 内 点 充分 接近 v. 若 一 个 3- HA ps(G) 为 从 
us(G) 通过 将 线性 变换 到 Zo 使 得 在 处 的 射线 与 ja(G) 中 . 
与 它 垂 直 的 线段 之 公共 点 p 随 着 射线 从 u 到 w 变 为 其 轨迹 所 


192 RAB ARORA 
示 的 线段 ， 则 称 (G) 为 ua(G) P Zi 到 Zo 的 压缩. 


引 理 8.2.4 Æ w X GG 3- KA ja(G) NAB SH 
边界 上 的 一 个 线段 则 ja(G) A Z= Z(uv) 到 Zo = Z(uw), w 
为 ww 的 一 个 内 点 ， 的 压缩 uS(G) "HER G 的 一 个 四 3- KA. 


证 ”由 纵横 凸 性 和 压缩 运算 的 定义 而且 压缩 运算 不 会 
增加 一 个 折 ， 从 而 ， 只 要 p(G) 上 3- RA p34(G) 就 是 凸 3- d 
A 4 


在 一 个 3- RA us(G) 中 ， 一 个 具有 多 于 1 HME A 
一 个 之 形 结构 , 如 图 8.2.5(a) 所 示 或 者 一 个 手柄 , 或 工 形 结构 
如 图 8.2.5(b) Bros. 事实 上 ， 在 uG) 中 ， 任 何 一 边 上 的 之 形 
结构 全 是 非 本 质 的 . 而 且 , 一 条 边 上 的 两 端 均 非 节 点 的 手柄 也 
是 非 本 质 的 ， 进而， 如果 pa(G) 是 目的 ， 则 由 引 理 8.2.4 可 以 假 
设 它 的 所 有 内 边 都 至 多 有 一 折 . 


(a) 之 形 (b) 手柄 


8.2.5 


引 理 8.2.5 4 us(G) 是 图 G K-A 3- RA. M fo 
fo 了 分 别 表 示 它 的 这 个 无 限 面 和 一 个 内 面 ， 对于 不 在 fo 的 这 
界 上 而 在 了 的 达 界 上 的 一 个 3- 节点 w, pa(G) 可 以 扩张 为 另 一 
个 凸 3- A (GC) 使 了 在 其 上 相应 的 面 TARR: 
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Ar(if) vw 
Arlu; f) = (8.2.6) 
Ar(v;f)t7/2, vow. 


证 ”由 引 理 8.2, 在 了 边界 上 的 所 有 3- 节点 可 以 假设 全 
对 为 直 的 . 分 二 种 情形 讨论 . 

情形 1 ”如果 在 f 的 面 边界 上 与 w 关联 的 二 边 之 一 无 
折 ， 则 由 三 性 和 外 为 3- 节点， 与 关联 不 在 f 面 边界 上 的 那 
一 条 边 e' 在 us(G) 中 至 多 有 一 折 . 如 果 e' 无 折 ， 通 过 在 。 上 
和 那 条 在 了 的 边界 上 且 与 w 关联 的 无 折 边 各 引进 一 折 ， 然 后 
再 作 适 当地 移动 ， 即 可 从 us(G) 得 到 ps(G) 也 是 凸 3- RAN 
HE (8.2.9). & e 有 一 折 如 图 8.2.6 所 示 ， 由 引 理 8.2.4 总 可 
将 它 同 时 转化 为 无 折 . 


(a) us(G) (b) 43(G) 


图 8.2.6 


情形 2 否则, 因为 在 了 边界 上 与 妈 关 联 的 二 边 均 有 折 ， 
我 们 也 总 可 将 ys(G) ÆRA (G) 如 图 8.2.7 所 示 (按照 与 上 一 情 
形 同 样 的 理由 ) 使 得 仍 为 凸 3- RA BLE (8.2.6), 或 者 当 e 的 
折 为 另外 的 方式 时 ， 变 到 情形 1. 
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综 上 所 述 ， 即 得 引 理 ， | h 


(a) us(G) (b) u$ (G) 


图 8.2.7 


3| 8.2( 9 G 为 一 个 不 可 分 离 的 可 平面 图 目 节点 之 
次 均 不 超过 4. 设 G 有 一 个 平面 嵌入 UGC) 使 得 它 的 所 有 有 限 
面 均 与 它 的 无 限 面 fo 04. M, jp(G) 203s 可 扩张 的 . 

证 ”因为 将 fo 的 边界 去 掉 之 后 MG) 变 为 一 个 森 在 平面 
GRA. HF fo WEA 4- DR vs 将 与 它 关联 的 在 fo Xu 
界 上 的 二 边 相 应 此 森 在 v 处 与 一 个 附加 的 显 节 点 连 的 边 , 记 这 
样 得 到 的 水 为 工 由 于 总 可 将 了 纵横 扩张 为 一 个 1- 嵌入 使 得 
它 的 所 有 显 节点 全 落 在 一 个 矩形 的 边界 上 ， 在 此 基础 上 ， 去 掉 
MBIA LARA aG) 中 边 的 线段 ， 经 过 适当 变换 之 后 即 可 
得 .KG) 的 西 2- 扩张 。 当然， 更 是 uG) 的 四 3- 扩张 ， 


定理 8.2.2 ”一 个 节点 次 不 超过 ANT ERE G{ 仍 限定 
为 3- 连通 的 ) 是 凸 3- 可 实现 的 ， 当 且 仅 当 在 G 的 任何 平面 嵌 
入 中 均 不 使 (4,4,4). 

证 ”根据 前 面 所 讨论 的 可 知 必要 性 是 显然 的 ， 我 们 只 证 
充分 性 . 对 G 的 度 用 归纳 法 . 当 度 较 小 时 ， 易 验证 ， 一般 地 ， 
令 u(G) 为 G W-TAR ERA. 由 定理 8.1.2 这 是 总 可 办 到 


$8.3. JURA E 195 


的 . 若 它 的 所 有 有 限 面 都 与 jo 相 邻 , 则 由 引 理 8.2.6 可 知 ns(G) 
为 凸 3- 可 扩张 的 ， 否则 ， 可 以 很 设 e = (u,v) 是 这 样 的 边 使 得 
u Ñ v 均 不 在 fo 的 面 边 界 上 .由 归纳 假设 知 x{G -~ e) 可 扩张 
为 一 个 四 3- 嵌入 (G — e). I8 F H us(G 一 e) 的 相应 x(G) 中 
H e 关联 的 二 个 面 的 那个 面 ， 依 引 理 8.2.1 的 证 明 中 的 方法 ， 
我 们 总 可 假设 w 和 w 对 于 F 都 是 直 的 . 

情形 Æ Aru) A Arw f), 可 以 假设 Aru; f) = 
Ar(v P) Z. 因为 车 否 ， 由 引 理 8.2.4 和 f AE n A s f 
(G — e) 的 基础 上 恢复 e 作为 无 折线 段 得 凸 3- RA us(G). 由 
于 从 凸 竹 可 知 ,分 别 以 4 和 % 为 发 出 点 沿 Arlu; P) 和 Ar(v; f?) 
的 方向 的 射线 与 f' 内 部 各 有 一 个 公共 线段 , 则 由 引 理 8.2.4, 这 
二 条 线段 可 以 假设 有 一 个 公共 点 p. BR p 必 在 PORA 
由 此 ， 可 以 在 (G — 6) 上 恢复 边 e AM u Bp AM pa v 
一 折 p 的 线 所 表示 . 容易 验证 ， 如 此 所 得 的 即 为 G 的 一 个 号 
3- HRA. is (G). 

情形 2 若 Ar(u; 了) = Ar(v; f^), 则 由 引 理 8.2.5 可 化 为 情 
形 1. 

由 于 选取 uG) TERRE, MEER. 4 


$8.3 MaTRATE 


由 于 任 一 个 图 ， 刀 果 它 有 一 个 子 图 是 非 2- TRA, JU 
它 本 身 也 必 为 非 2- 可 嵌入 的 . 这 就 允许 我 们 只 讨论 极 小 的 非 
2- 可 嵌入 的 图 ， 并 称 之 为 2- 障 三. 所 谓 极 小 即 指 无 真子 图 为 非 
2- ARAM. 

2| 8.3.1. ”正八 面体 Hg 是 一 个 2- 障碍 

证 ”由 引 理 8.2.3 可 知 Ils 是 非 2- 可 能 入 的 ， 而且， 容易 
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检验 它 的 所 有 真子 图 皆 2- 可 钳 入 的 ， 事 实 上 ， 由 对 称 性 可 知 
Ts 的 任何 一 个 真子 父 均 与 Ia 一 。 的 一 个 子 图 同 构 . 其 中 ， e 
是 任 选 的 一 条 边 . fA. 图 8.3.1 给 出 了 Ha — e RUE BEI 2- X 
A h 


(a) Hs — e (b) us(IIa — e) 
| 图 8.3.1 


对 于 图 G = (V,E) 的 一 个 2- RA jz(G), 令 Oc( f) 为 
Or = (N,W, S, E) 的 这 样 一 个 子 集 使 得 其 中 的 每 个 方向 均 被 与 
f 边界 上 节点 "关联 的 边 所 占有 . 当然 ， 只 有 那些 次 小 于 4 的 
节点 mw Oc(v; f) FIE O. A, FE 88.2 中 所 定义 的 Ar(v; f) 为 
Oc(v; f) = Or — Oc(v; f) 的 一 个 子 集 使 得 其 中 的 每 一 个 方向 均 
表示 在 了 的 内 部 可 以 连 边 . 容易 看 出 . STR G = (V, E) = GLG? 
HGinGo;-veV,W| GÉS—^- 2- RATIO BH G4 和 G5 的 2- 
嵌入 w2(Gi) 和 ua (G2) 经 过 将 二 者 中 的 * 合 而 为 一 所 合成 当 且 
仅 当 % 在 pz(G1) 中 有 一 个 关联 面 fi 和 在 12(Gz) 中 有 一 个 关 
联 面 fo 使 得 至 少 它们 中 之 一 ， 不 妨 设 为 A, 为 无 限 面 和 


Oc(v; fi) € Ar(v; fa). (8.3.1) 


满足 条 件 (8.3.1) 的 节点 被 称 对 于 2- PRA. aG) 和 3 (G2) 为 
Teme. HH, Æ G = G,UG, H GNG = u+y, Hl 
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{uv} CV 为 G 的 一 个 臂 对 ， 则 G 的 一 个 2- HA uG) 可 
由 Gi 和 Gz AY 2- HRA (G) 和 2{G2) 经 过 分 别 合 它们 中 相 
Mu 和 wv 的 节点 而 为 一 所 得 到 当 且 仅 当 % 和 w 同时 对 于 二 面 
fi ind {u,v} C pa(Gi), i = 1,2, 是 可 合成 的 并 使 在 和 w 处 的 旋 
与 j2(G) 中 的 一 致 . 


引 理 8.32 4 G= (V, E) = Gi UG: H GNG 2 - ve 
V. —^N3E I CA HG), CHARELA ER EU. KG1) 和 
G) HEZRBRARARDZH, X 2- 可 扩张 的 当 且 仅 当 
B(Gi) fe py(G2) 同 为 2- 可 扩张 的 ， 


证 € fo fo(G), fo(G1) fll fo(Gz) 分 别 为 KG), n(G1) 
和 (Go) 的 无 限 面 . 因为 n (G) 的 任何 2 扩张 m(G) 限制 在 Ga 
和 Ga 上 的 部 分 wz(Gjlc, 和 jo(G)|es 均 分 别 为 G1 和 G: 的 2- 
扩张 ， 必 要 性 显然 . 

反之 ， 设 jz(G1) 和 us(Ga) 分 别 为 Gi 和 Gs 的 2- 扩张 . 
车 p(v; C1) 和 plwiGa) 中 有 一 个 为 1, 不 妨 设 v Æ G1 中 之 次 
p(5 G1) = 1, 则 不 管 plv; G3) = 1,2, 还 是 3, 我 们 总 可 以 使 得 在 
pafGa) 中 St(v; fo(Ga) > 1 和 Oc(v; fo(G1)) € Arlo; fo(G2)). 这 
就 是 说 ，% 对 于 ui(0i) 和 u2(G2) 是 可 合成 的 ， 从而， MG) 是 
2- 可 扩张 的 .否则 ， 即 olv; Gi) = p G) =2. 因为 2- 节点， 
在 一 个 2- 嵌入 的 面 了 的 边界 三 总 可 使 得 St(v; f) = 2. 从 而 ， 
2- TRA p2(G1) 和 us (G2) 总 可 约定 具有 性 质 : Stiv; fo(Gi)) = 2, 
i = 1,2, 和 Oc(v; fo(G1)) = Ar(v; fo(G2)). 就 是 说 ， v 这 时 对 于 
pa(Gi) 和 ua(G2) 也 是 可 合成 的 ， 故 ， 由 G) 是 2- 可 扩张 的 . 
这 就 得 到 了 充分 性 . i 


引 理 8.3.3 ® G= (V,E) =G UG. E Gin Go =u +v, 
u,v € V. p(uiG1) = plu; 2) = plv; Gi) = p(v; G2) = 2. 一 个 平 
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HRA WG) 使 得 u,v SERIE fo EH 2- 本 扩张 的 
SERY pa(Ga) 和 uz(G2) 是 2- 可 扩张 的 使 得 St(v; fo(C1)) = 
St(vi fo(G3)) E Ar(vi fo(G1)) = Oc(v; fo(Ga)) Œ St(u; fo(G4)) = 
St(u; fo(G2)) E Ar(u; fo(G1)) = Oc(v; fo(G2)). 


证 ”因为 容易 验证 ， 若 pafG) 为 KG) 的 -- 个 2- 扩张 则 
它 限制 在 Gi 和 Gs 的 部 分 必 为 x(G1) 和 jp(Gz) 的 2- 扩张 且 满 
ERI. 由 jp(G1) 和 jp(Gz) 的 2 扩张 ua(G1) 和 jzz{G2z) 满足 
给 定 的 条 件 ， 利 用 引 理 8.2.2 的 证 明 中 的 方法 ， 即 可 导致 yx{G) 
的 一 个 2- 扩张 从而， 充分 性 成 立 ， 


虽然 ， 引 理 8.3.2-3 还 可 以 推广 到 2- 可 甬 入 的 情形 ， 但 由 
于 这 时 比较 复杂 ， 要 占用 过 多 的 篇 幅 . 不 能 在 这 里 讨论 了 - 它 
们 的 意义 在 于 使 我 们 可 以 只 研究 3- 连通 的 图 而 不 失 一 般 性 . 
由 于 1- 节点 和 2- 节点 对 于 图 的 2- 可 嵌入 性 (BIRT RR A E) 
而 言 无 足 轻重 ， 我 们 只 限于 讨论 标准 图 . 


引 理 8.34 车 G 有 一 个 2- 歼 入 使 得 所 有 在 无 限 面 fo 
的 边界 上 的 3- 节点 都 是 裸 的 ， 则 所 有 那些 可 视 为 经 在 fo 内 引 
Rohr HA (r < 3) 而 得 到 的 图 均 有 2- RAF LAR BE 
的 所 有 3- 节点 也 人 金 是 裸 的 . 


证 用 引 理 8.2.2 的 证 明 中 的 方法 . 因为 一 个 计 节 点 (+ < 
3) 总 可 被 放 在 一 个 2- 嵌入 mG) 的 元 限 面 fo 内 使 得 与 它 关联 
的 边 都 至 多 有 2 jr. 而 且 ， 所 得 到 的 2- 借入 可 使 得 在 无 限 面 
WALA 3- 节点 全 是 裸 的 ， 这 就 得 到 了 引 理 . 4 


5|18 8.3.5 — 3j T 3- i8 E GEN. 在 一 个 2- 障碍 上 的 
所 有 节点 必 人 金 为 t 5. 
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uo WE H ET 2 EG “HERE. 由 标准 性 ， 令 * 是 
一 个 3- 节点 WR H-v TS = = Wid. WS Hp = Hv 
BW, $ H =H -o HE oai PUA, P+ 节点 相 邻 但 它 
本 身 的 次 小 于 4 的 节点 ， VO HI. Al HJ 4- WEE Hi 
至 少 少 1. WR Ha 已 不 再 和 4- ak. MUS Ho = Ha. BWL A 
H,—v (Xt Hi ZIRE PR. 由 有 限 性 总 可 得 到 Ho. Wie 
iE 8.21 可 知 Ho 是 2- 可 实现 的 ， 这 就 使 我 们 可 以 假设 uoo) 
是 这 样 的 一 个 2- 嵌入 ， 只 有 它 的 无 限 面 边界 于 的 节点 与 去 掉 
的 节点 相 邻 ， 从而， 根据 引 理 8.2.4, 按 去 掉 节 点 的 相反 次 序 ， 
用 引 理 8.2.2 的 证 明 中 的 方法 ， 恢 复 已 经 去 掉 的 节点 所 得 到 的 
即 为 二 的 一 个 2- 媒 入， 与 互 为 2- 障碍 矛盾 . ; 


2]38 8.3.6 HF 4- EME G — (V, E), ££ fT — H8 ERU 
可 能 是 它 的 某 全 2- 获 入 的 无 限 面 的 边界 . 

证 ”用 反 证 法 . 假设 三 角形 vvv 形成 了 G 的 某 个 2- RK 
入 LL2{G) & 7E PE ri fo 的 边界 . 因为 vp i= 1,2,3, 皆 4 节点 ， 
有 Stiv, fo) = 0, i= 1, 2,3. A, 这 是 不 可 能 的 ， 理由 是 可 以 检 
验 任 何 三 角形 均 没 有 2- 嵌入 满足 这 一 性 项. ' 

引 理 8.3.7 Xi—^4-iERJSG- (VE) E— T y X 
^ u(G) & f Sit m E —f87X. IG 与 正八 面体 Is #4. 

TE BERAI 4 TEE AY 3- 正则 性 可 知 (C) 为 球 
面 上 的 (43)- 多 面 形 ， 从 定理 4.1.1 即 得 引 理 . 


51 8.38 —4 EWS 3- 3k 3E dE IG = (V, E) 的 
f£ ^] 3E 1E SK A. MG) EE GR IE fo 的 次 大 于 3, I MG) € 
2- 可 扩张 的 ， 


证 ”车 4(G) RARE (4,4,4), 则 由 定理 8.2.2 MER 3- 
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可 扩张 的 而且， 无 限 面 的 边界 上 总 可 使 每 一 边 至 多 2- 折 和 
满足 
VvEV(fo) Stlv; fy) = 0. (8.3.2) 


HH, Vif) AAR Jo 的 边界 上 节点 的 集合 . X, 注意 到 在 
任何 一 个 凸 3- RAH, MPAA EA 1 折 . 故 ， 这 个 3- 
嵌入 实际 上 是 2- RA. 

一 般 地 ， 对 AG) 中 构 形 (4,4,4) 的 数目 用 归纳 法 . EC = 
(t1, v2, ua) 形成 这 样 的 构 形 《4, 4,4y 使 得 在 C 的 内 部 不 再 有 构 
形 (4,4,4). 由 于 C PARAS FAL eR 


Vv(i—1,2,3, St(v; Cin) = St(v; Cou) = 1 (8.3.3) 


和 其 上 只 有 一 条 边 为 2 折 而 其 它 的 边 次 1 Dr. 从 定理 822 
Xn C 连同 KG) 在 C 内 部 区 域 中 的 部 分 有 一 个 凸 2- 扩张 
p(G; Cia). 而 且 ， 由 归纳 假设 C 连同 aG) 在 C 外 部 区 域 中 的 
部 分 也 有 一 个 2- 扩张 wz(Gi Cour). 因为 满足 (8.3.3) 的 C ERA 
实质 上 是 叭 一 的 ， 从 而 这 二 个 2- BC ua(G; Cin) 和 ua(G; Coue) 
可 合成 uG) 的 一 个 2- 扩张 . 4 


EH 8.31 ”一 个 3- 连通 标准 图 G = (VE) 是 2- 7K 
入 的 ， 当 且 仅 当 GØ fe. 

证 ”由 引 理 8.3.1 可 得 必要 性 . 反之 ， 由 引 理 8.3.5-8 可 知 
3- 连通 标准 图 的 2- 障碍 的 完备 集 就 是 由 ITs 本 身 组 成 . 从 而 ， 
定理 的 充分 性 得 证 . h 


引 理 8.3.9 对 于 不 可 分 离 的 蒜 准 图 G = (V, E) 的 一 个 
PERA WG), 如 果 它 的 一 个 面 f 的 边界 C 有 一 个 2- KA 
HC) 使 得 
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22, € p(v;G) = 4; 
St(v; Cin) (8.3.4) 
>1, # plv;G) =3, 


则 G 有 一 个 2- KRALL pC) A RELIER 


证 若 G 没 有 4- 节 点， 则 由 推论 8.2.1 可 得 u(G) 的 一 个 
2- 扩张 使 得 C 为 无 限 面 边界 .由 引 理 8.2.1 总 可 使 之 满足 条 件 
(8.3.4). 否则 ， 利 用 引 理 8.3.5 的 证 明 中 所 建议 的 方法 ， 仍 可 得 
p(G) 的 一 个 2- 扩张 使 C 为 无 限 面 边界 . 同样 , 由 引 理 8.2.1 可 
使 之 满足 条 件 (8.3.4). t 


引 理 8.3.10 4 G=(V,E) = GU G H G1 Gs = u, 
“eV, pv) x4. NJ, G 是 2- VW Kao EX SG; 和 Gz 同 是 
2- TEKA AY. 

” w* 由 于 G 的 任何 一 个 2- RAEE Gi 和 Ga BB 2- ik 
入 ， 必 要 性 显然 . 反之 ， 由 Gi 和 Ga 的 2- 可 对 入 性 可 知 G 必 
为 可 平面 的 . 而 且 ， 可 以 假设 G1 和 Gs 均 不 可 分 离 ， 否则 ， 可 
以 逐个 地 讨论 它们 的 块 . 由 引 理 8.3.2 和 引 理 8.3.9 即 可 导出 引 . 
5E. b 


引 理 8.3.11 $ G =G UG H GING, =u+v, uv CV, 
plu) p(v) € 4. Rl, G 是 2- 可 嵌入 的 ， 当 且 仅 当 G1 和 Ga [8] 
为 2- 可 能 入 的 . 

证 ”必要 性 显然 . 只 证 充分 性 , 由 2-AYRATE, GBH 
可 平面 的 . 因为 G 总 有 一 个 平面 嵌入 使 得 无 限 面 与 4 和 ， 关 
Hk. id fo(Gi) 和 fo(Gs) 分 别 为 (Gi) 和 jp(G2) 的 无 限 画 . 可 以 
检验 ， 不 管 怎样 fo(Ci) 和 fo(Gz) 的 边界 Ci 和 Cs 总 有 2- BR 
入 满足 (8.3.4) 并 使 得 对 于 臂 对 {w,v] 可 合成 的 条 件 也 满足 ， 从 
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而 ， 由 引 理 8.3.3 和 引 理 8.3.9 即 可 得 充分 性 . t 


推论 8.3.1 ”一 个 芝 点 次 小 于 5 的 连通 图 G = (V,E) Æ 
2- 可 嵌入 的 ， 当 和 且 仅 当 它 是 可 平面 的 并 生 不 与 Is E4. 
证 ”由 引 理 8.3.10-11 和 定理 8.3.1 即 可 得 . h 


推论 8.3.2 ”一 个 节点 次 小 于 5 的 2- 和 连通 可 平面 图 G= 
(WE) 是 2- 可 实现 的 ， 当 且 仅 当 G HEt AFERA 
有 三 角形 的 面 使 得 其 上 三 个 关联 节点 之 次 均 为 A 或 简 记 之 为 
(4,4,4). 

证 ”因为 (444) 的 三 角形 面 不 可 作 和 任何 2- 位 入 的 无 限 
E, 必要 性 为 真 . 反之 , 因为 没有 三 角形 面 (4,4,4), 依 引 理 8.3.9 
和 推论 8.3.1 可 知 任何 面 均 可 作为 2- 扩张 的 无 限 面 ， 从 而 ， 充 
分 性 也 真 . h 


下 面 ， 我 们 讨论 一 个 图 的 凸 2- 可 幅 入 性 的 表征 . 


8| 8.3.12 一 个 可 平面 的 3- 连通 标准 图 G = (V,£) 

的 一 个 乎 面 嵌 入 oC) 2 2 可 扩张 的 ， 当 上 且 仅 当 p(G) 没有 
WH (4,4,4) 而 且 其 无 限 面 不 是 三 角形 (4,4,4). 

证 ”如 前 所 述 ,必要 性 显然 .只 证 充分 性 .由 于 没有 (4, 4,4)， 

定理 8.2.2 使 我 们 有 MO) 是 凸 3- 可 扩张 的 . 然 无 限 面 非 (4,4,4)， 

u(G) 实际 上 为 凸 2- 可 扩张 ， 充 分 性 得 证 ， 


. 8B 8.3.13 一 个 3 连通 的 可 平面 标准 图 G=(V,E) 
Ts 是 凸 2- TRAR, BERS aG) TE (4,4,4). 

证 Æ mG) 是 G 的 一 个 西 2- 幅 入 、 因 为 {4,4,4) 的 出 

现 导 致 不 可 能 有 凸 3- 扩张 ， 更 无 凸 2- 扩张 ， ma(G) 中 不 可 能 

有 构 形 (4,4,4) 必要 性 得 证 .反之 ， 因 为 G 关 Ts, 由 定理 8.3.1 
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AG j& 2- ARAN. 令 pa(G) 为 G 的 一 个 2 RA, SRI. 
它 的 无 限 面 不 可 能 是 (4,4,4). 由 引 理 8.3.12 可 知 As[G) 的 点 3- 
扩张 实际 上 为 凸 2- 扩张， 这 就 得 到 了 充分 性 . t 


定理 8.3.2 一 个 3- 连通 的 可 平面 标准 加 G= (V, E) € 
Ng 是 凸 2- 可 实现 的 ， 当 此 仅 当 它 的 平面 沽 入 A(G) RHE 
形 面 (4,4,4) 也 无 构 形 (4,4, 4). 

证 ”必要 性 显然 ， 只 证 充分 性 . 由 843 中 所 讨论 的 G 的 
平面 戏 入 的 唯一 性 ， 电 引 理 8.3.12 基 可 得 充分 性 . 4 


§8.4 TRAH 


本 节 主 要 任务 在 于 对 一 些 类 型 的 2- n E Beg 1- 可 
嵌入 性 (或 者 说 ， 单 可 能 入 性 ) 的 禁用 构 形 的 完备 集 以 刻 划 其 
P i- TRAR E. 


5138 8.4.1 it a(G) € —4-3- IER] EL E — AFERA 
X u(G) 的 无 限 面 不 是 三 角形 则 它 是 凸 1- 可 扩张 的 . 

证 由 引 理 8.3.12, p(G) 是 上 四 2- 可 扩张 的 . 设 pz(G) 为 
(GG) 的 一 个 凸 2- 扩张， 由 是 性 ， 2 人 G) 的 所 有 内 边 均 至 多 有 
1 折 . 进而 ， 因 无 限 面 fo 非 三 角形 ， 它 有 一 个 凸 笠 入 使 得 对 任 
何 节点 wind fo A St(v; fo) — 1. 因此 ， pafG) Seip LR (CG) 
的 一 个 凸 1- 扩张 . t 

引 理 8.4.2 一 个 3- 正则 可 平面 图 G = (V, E) 的 一 个 平 
BRA WG) 不 是 1- 可 答 入 的 当 且 仅 当 它 的 每 个 面 专 为 三 角 
形 . 

证 ”因为 容易 检验 ,三 角形 面 f 不 可 能 有 一 个 1- RAE 
得 对 所 有 v ind f, St(v; f) = 1. 任何 三 角形 面 均 不 能 为 G 的 基 
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1- RAKERA. AM. TEAPTESRuE. Rez, H5 8.4.1, Bf 
得 必要 性 . 


定理 8.4.1 ”一 个 3- 正则 图 G — (V, E) HFEA pG) 
ELTRA, X E w(G1) € IL, NENEA. 

证 ”因为 从 定理 41.1 知 KG) HAR EE RUE. 4 
[X34 p(G) = Ty, 故 ， 由 引 理 4.3.2 即 得 定理 . h 


若 一 个 标准 图 之 平面 对 偶 也 是 一 个 标准 图 , 则 称 它 为 双 标 
44. 若 一 个 图 本 身 与 它 的 平面 对 偶 同 构 ， 册 称 之 为 自 对 偶 的 . 
由 对 偶 性 可 知 任何 自 对 倡 的 标准 图 皆 双 标准 的 . 容易 看 出 ， 如 
Bd 8.4.1 所 示 的 四 种 图 ， 分 别 记 为 Cae, t > 2, Was t 21, Re 
t21587,:22, 全 是 双 标 准 的 ， 其 中 ，t 为 图 中 平行 4- 图 的 
数目 . 进而 ， 也 易 看 出 ， 它 们 之 中 的 Wat 1 AXIAK. 


引 理 8.4.3 ET EMER PEA G = (V, E) ÉA 4 783 
KAD APRA ADRS KAD. 
证 由 自 对 偶 性 ， 有 


Vs = js; Va = Ga. 


这 就 导致 v = vs va = ds da. HH, vals) 和 valga) 分 别 
为 3 次 和 4 次 的 节点 { 面 ) 的 数目 .从 平面 上 多 面 形 的 Euler 4 
式 ， 有 


3(2vs + 24) — (3vs + 44) = 4. 
从 而 ， 办 =4 和 对 偶 地 ds = 4. 即 得 引 理 . 4 


标准 图 的 一 个 面 ， 若 它 与 至 少 4 个 3- 市 点 关联 ， 则 称 它 
为 (标准 地 ) 许 可 的 ; 否则 ， (标准 地 ) 非 许可 的 . 
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53]38 8.4.4 £—-Sh EMR ARER G= (VE) E —44 
次 的 面 是 许可 的 ， 则 存在 一 个 整数 t REGS Wae. 


(a) C4: t> 2 (b) W4,2,t 21 
~ M. | 
1 | : | l l 
feo k i 
— | |DER MN RENE ! 
oe — F9 | ; Yee pul 
L i 
(c) Re, t2 1 (a) Tt >2 
图 8.4.1 


证 QE fa 是 许可 的 ， 由 许可 性 ， fa 边界 上 四 个 节点 
全 是 3- 节点 . 由 引 理 8.4.3, 所 有 不 在 六 边界 上 的 节点 全 是 4- 
PA 由 自 对 偶 性 7, G 必 有 一 个 生 节点 T0) 与 四 个 三 角形 
面 关联 . 


设 rf.) 的 四 个 相 邻 的 节点 就 是 fo 边界 上 的 四 个 节点 , 这 
时 ， 即 为 Wa t= 1. BR, 它 是 自 对 侦 的 ， 否则 ， 同 样 地 由 引 
理 8.4.3 可 知 , BR r(fa) 的 四 个 关联 三 角形 外 所 有 其 它 的 面 丝 四 
WE. 这 就 导致 G RAB War, t= 2,34. BG Ws,t>1. 
定理 得 证 . t 
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引 理 8.4.5 — — Box (S ERE G-(VE)Xx1-94 
AR, SEZA G 有 一 个 4- 次 的 面 为 许可 的 . 
证 “因为 非 许 的 面 不 能 为 标准 图 的 任何 1- 嵌入 的 无 限 
人 面 ， 必 要 性 显然 . 反之 ， 由 引 理 S44 HGS Wi, t> 1. 然 ， 
易 检 验 ， Waet>1, 8 1- AR. 事实 上 ， 图 8.4.2(b) 提供 


T Was t»1,8] 1- RA. AAT, FED TER UE. ü 
HN = 
| = 
E. ubl xq 13 
esl ET] 
— — i 
| . 


(a) p1 (Cat) t > 2 (b) #1(W42),¢ > 1 


= ee = 
(c) (Re) t> 1 (4) in(1),t > 2 


图 8.4.2 


定理 8.4.2 ”一 个 自 对 偶 标 准 图 G = (V, E) € 1- TRA 
的 当 且 仅 当 存在 一 个 整数 +> 1 使 得 G = Wie. 
证 ” 引 理 8.4.4-5 的 直接 结果 . h 


推论 8.4.1 — —^HBEUENGUYEKAAG) XU 
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1- PRY, SARS eG) 的 无 限 面 为 许可 的 . g 


一 个 (标准 的 ) 暗 然 形 , 用 2 表示， 就 是 具有 如 下 性 质 的 极 
小 标准 图 : 所 有 次 不 小 于 4 的 面 全 是 非 许可 的 ， 自然 地 ， 一 个 
双 标 准 瞳 然 形 , WA B, 就 是 一 -个 暗 然 形 并 且 它 是 双 标 准 图 - 
或 者 说 ， 它 就 是 每 一 个 次 为 4 的 面 臂 非 许可 的 被 小 双 标 准 图 . 
当然 ， 由 于 在 暗 然 形 中 没有 一 个 面 可 作为 它 的 1- RAS CBR 
面 ， 所 有 了 瞳 然 形 均 非 1- RDBOAGH. 


引 理 8.4.6 在 每 个 双 标 准 图 中 ， 次 为 3 的 节点 数 与 次 
为 3 的 面 数 之 和 总 为 8. 

证 ”由 双 标 准 性 与 平面 上 多 面 形 的 Euler 公式 可 得 如 下 
的 一 些 方 程 : 


va 十 va = vs (1) 
$3 + bs = Q; (2) 
3v3 + 4ra = 26; (3) 
3ós + 464 = 2e; (4) 
v—ttó-2. (5) 


由 方程 (3) 和 (5) 消去 e, 可 得 
24 = va + 2v4 + 4. 
然后 ， 由 (2) 和 从 (3) 与 (4) 中 消去 s 有 


| 263 + 204 = va + 2v4 + 4; 


33 + 4¢4 = 3v3 + A4. 
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因为 os 和 za 可 同时 从 它们 中 消去 ， 并 最 后 得 vs + bs = 8. 这 
就 是 引 理 的 结论 . 4 


引 理 8.4.7 ”一 个 双 标准 图 G= (V, E) E 1- TRAM, 
HEREC 中 没有 首 点 导出 子 图 与 一 个 双 标 准 嘻 然 形 B FUR. 


证 ”因为 任何 双 标 准 暗 然 形 BB 均 非 二 可 嵌入 ,必要 性 显 
Sk. 只 证 充分 性 . 由 于 G 没有 节点 导出 子 图 与 BAW. CLA 
一 个 四 边 形 面 f 为 许可 的 . 而 且 ，G 不 可 能 有 构 形 (4,4,4). A 
为 若 否 ， 由 双 标 准 性 必 有 一 个 3- HA Cs = (wi,v2,v3) 为 (4,4,4). 
再 由 双 标 准 性 ， 与 Cs 上 三 条 边关 联 的 那 三 个 面 必要 人 么 缘 四 边 
形 ， 要 么 皆 三 角形 . SEZ IL 为 G 的 一 个 节点 导出 子 图 . 
XR. Tn 为 双 标 准 暗 然 形 . 若 前 者 ， 同 样 理由 ， Cs 外 与 它 关 联 
的 三 面 也 必 篆 四 边 形 . 叉 可 得 一 个 双 标 准 暗 然 形 为 G 的 节点 
导出 子 图 . 均 与 G 的 给 定 条 件 巴 利 . 考虑 到 只 有 一 个 有 节点 分 
离 对 的 图 是 双 标 准 的 而 且 它 还 是 暗 然 形 , 这 就 使 我 们 可 以 用 引 
38 8.3.12 得 郑 以 了 作为 无 眼 面 G 是 凸 2- 可 扩张 的 . 由 凸 性 ， 
Arh 2- 扩张 可 使 所 有 内 边 皆 至 多 一 折 . 由 大 的 许可 性 ， 庆 的 
边界 可 以 使 得 每 边 至 多 一 折 ， 从 而 ， 这 个 扩张 实际 上 是 一 个 西 
1- 扩张 .充分 性 得 证 1 


推论 5.42 无 节点 导出 子 图 与 某 个 暗 然 形 BAAN. 
标准 图 G = (V, E) 的 一 个 平面 嵌入 MG) ZL 可 扩张 的 ， 当 上 且 
仅 当 它 的 无 限 面 是 许可 的 . 4 


引 理 8.4.8 ”一 个 双 标 准 图 G 没有 节点 导出 子 图 与 某 个 
暗 然 形 BB 同 构 ， 当 自 仅 当 存 在 一 个 整数 + 二 1 使 得 G Wat， 
Catlt x 1), Ra T(t #1) WA 84.1 所 示 和 Se Ult A 1) 如 图 
8.4.8 Fro. 
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i rs 


(a) Set > 1 (b) Unt > 2 
图 8.4.3 7 


证 ”充分 性 容易 验证 .只 证 必要 性 . AAG 有 一 个 四 边 
形 商 fa 为 许可 的 . 令 vi, v2, va 和 va 为 fa 的 边界 OC, 上 四 个 节 
点 ， 可 以 假设 fa 是 无 限 面 而 不 失 一 般 性 ， 由 双 标 准 性 ， 若 与 
C; 关联 的 四 个 面 不 全 是 四 边 形 ， 则 有 三 种 情形 需要 讨论 . 


情形 1 只 有 一 个 是 三 角形 .当然 ,其它 三 个 面 必 为 四 边 
形 . 这 时 ， 只 能 C= 51 如 图 8.4.3(a) 所 示 . 


情形 2 ”有 二 个 是 三 角形 且 它们 的 边界 无 公共 节点 . 当 
RK 其 它 两 个 面 必需 是 四 边 形 . xw RAE G & Ry (A 8.4.1(c)). 


”情形 3 有 二 个 三 角形 面相 邻 ， 由 于 它们 的 边界 有 公共 
W, 从 双 标 准 性 知 其 它 二 面 也 需 是 三 角形 . 这 就 导致 G S EW 
(图 8.4.1(b)). 

如 果 与 C, KRHA ae. 一 般 地 , 设 C AEC 
的 内 部 与 Ci 平行 的 4- B, (2 2. WETER G Se Re 和 
Aot > 2, 的 情形 外 ， 还 有 三 种 可 能 性 需要 讨论 . 
情形 4 AC 的 内 部 既 无 边 也 无 节点 ， 自 然 ， 只 能 G 关 
Ca (Sg 8.4.1fa)). 


WES EC 内 私有 一 条 边 . 这 将 导致 G = U, (图 
84.3(b). . 
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情形 6 在 C 的 内 部 有 节点 、 事 实 上 ， 由 双 标 准 性 只 能 
有 一 个 节点 . 这 就 导致 Cs 兰 五 (图 8.4.1(d)). 综 上 所 述 ， 即 得 引 
a. | 4 


定理 8.4.3 一 个 双 标 准 图 G = (V, EL) 是 1- TRA, 
当 且 仅 当 存在 一 个 整数 I> 1 BAGS Way, Re, St Caelt 1) 
T(t #1), 或 者 Di(t 1). 

证 引 理 8.4.7-8 的 直接 结果 . n 

事实 上 ， 所 有 Cat, t 之 2; Wat 之 J: Rt 2 1; Tt 2 2 如 
图 8.42(a-d) 和 Se, t» 1; U,,t > 2 如 图 8.4.4(a-b) 所 示 的 1— RA 
oni. 


(a) (5), £2 1 (b) (Ut > 2 


图 8.44 


推论 8.4.5 ”一 个 双 标 准 图 G XE 1 CEU, X EX 
当 G 是 1- AG. 


证 ”由 推论 8.4.1 和 定理 8.4.3 可 直接 导出 . à 

EH 8.44 一 个 3- ŽAN G — (V, E) 是 凸 1- TRA 
的 当 且 仅 当 它 是 1- TRAN. 

证 ”必要 性 是 自然 的 ， 只 证 充分 性 ， 根据 G 的 3- 连通 
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性 ， 由 定理 4.4.2 SOPRA KG) 是 唯一 的 .由 1- HT ERA 
性 和 许可 性 ， 其 1- 扩张 的 无 限 面 不 可 能 为 (4,4,4) 而 且 在 (G) 
”中 没有 构 形 (4,4,4). 这 样 ， 由 定理 8.1.2 以 及 用 与 88.3 中 相仿 
的 方式 讨论 ， 可 得 其 上 2- 扩张 实际 上 是 点 1- 扩张 . 从 而 ， 充 
分 性 得 证 . h 


尽管 更 一 般 的 上 暗 然 性 还 可 继 之 作 进一步 的 研究 . 由 于 其 想 
法 与 网 格 可 能 入 性 ， 或 者 说 0- 可 媒 入 性 密切 相关 ， 关 于 更 一 
般 图 的 1- 可 验 入 性 的 表征 只 好 留 给 下 一 章 讨论 . 


$8.5 iid 


8.5.1 ZEXERSESIRS PEUT 8 E E E CA 82 RA, 
或 对 于 一 般 的 节点 次 不 超过 4 的 图 的 k- ERATE- k- 可 实现 
性 的 识别 均 可 用 来 设计 从 计算 复杂 性 之 角度 线性 时 间 算 法 . 而 
且 ， 也 可 以 用 来 在 已 知 k- 可 媒 入 的 条 件 下 设计 线性 时 间 算 法 
求 出 一 个 k- RA, k 21 其 中 ， 不 会 时 到 大 的 困难 . 多数 结 
果 在 [LMS1-2] 和 [LMPS1-2] 中 第 一 次 出 现 . 然而 ， 关 于 纵横 凸 
性 的 所 有 结果 全 是 新 的 而 且 一 些 已 有 的 结论 和 证 明 均 被 改进 
与 简化 ,当然 ,我们 也 可 以 从 第 七 章 所 提供 的 确 疝 术 的 思路 设 
计算 法 . 


8.5.2 ”这 里 所 讨论 的 问题 看 上 去 可 应 用 到 超大 规模 集成 
电路 设计 ， 建筑 上 砌 地 板 ， 编织 图 案 以 及 算法 框图 之 美观 布局 
等 方面 [BNI,BTT1, CKC1, DuZ1, HuK1, Owl, RT1, SL1, Stol, 
Tal, WL1, 等 |. 然而 ， 这 里 所 关心 的 只 是 理论 上 的 处 理 . 事实 
上 ， 几 乎 是 只 考虑 3- 正则 图 就 够 了 .也许 有 人 会 想到 任意 节 
点 次 至 多 为 2 的 图 在 上 维 空间 中 ，! > 3, K k- 可 嵌入 性 的 问 
题 . 虽然 目前 尚未 见 到 引 人 注 目的 结果 , 但 可 以 想象 一 些 相仿 
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的 结果 不 难得 到 | 


8.5.8. VEU] DLE HO 1 EH BIET. E Gr d d 
HL Hm, SARME, RUPTA S. 

8.5.4 ”假若 节点 在 平面 的 格子 点 上 的 位 置 已 经 确定 ， 判 
定 是 否 存在 或 求 出 一 个 !- 嵌入 使 得 每 一 边 都 怡 用 一 折 的 问题 
可 以 转化 为 确定 一 个 二 次 布尔 方程 是 否 有 解 以 及 求 出 一 个 解 
的 问题 LMPS2, Liu28]. 事实 上 , 恰 有 一 折 的 限制 是 不 必要 的 . 
当然 ， 也 许 为 其 它 问题 提供 了 一 种 解决 途径 [HL1-2, HLS1-3]. 

8.5.5 ix, 已 经 出 现 了 一 些 算法 . 关于 求 ENTE 
面 图 的 1- 嵌入 的 线性 时 间 算法 可 参见 [MP1] 对 于 一 般 标准 
图 ， 求 它们 的 3- 嵌入 和 2 嵌入 也 已 经 得 到 了 线性 算法 [CLA 
LMS3]. 


8.5.6 进一步 的 最 优化 问题 将 在 第 十 三 章 中 讨论 . 


第 九 章 


AE Oy BR APE 


§9.1 ”许可 性 

与 前 一 样 ， 我 们 仍 先 研究 3- 连通 的 可 平面 标准 图 ， 对 于 
这 种 图 的 一 平面 嵌入 uC), 若 它 的 一 个 面 f 的 边界 有 一 个 k- 
嵌入 ml) 使 得 : voe Y), 


2, 24 p(v, G) = 4; 
St(v; f) = (9.1.1) 


则 称 它 为 kit 49; 否则 ， k- 非 许可 的 ,> 0. 对 于 一 个 图 C, 
它 可 以 是 MG) 的 一 个 面 的 边界 ， 用 pin(v; uC) (Poulu) 表 
ANTE C 的 内 (外 ) 部 区 域 Cin(Cowt) 中 与 v 关联 的 边 数 . 则 ,我 
们 可 以 将 许可 性 推广 到 对 于 C. 若 CAA OR RA uu (C) 使 
得 : Vv cV(C), 


Pin(v; uC) < St(v; C) < 2- Pout (v; uC), (9.1.2) 


则 称 C 是 kth; 否则 ， RR PER, BUT 
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di, AH f Æ k- FR RE PCR YS, CRY 
边界 圈 是 k- 许可 的 . 


引 理 9.1.1 对 于 3- 连通 标准 图 G = (V, E) EHE RA 


valfi uC) < v(f) - 4. (9.1.3) 


HP, QD) a) 分 别 为 了 的 边界 上 节点 的 数目 和 次 为 4 的 
节点 的 数目 . 

证 ”由 于 任何 纵横 多 边 形 含有 偶数 条 直线 段 , 一 个 2 六 边 
形 内 角 之 和 为 (i+ 1)s. W, ERAR 2 二 边 形 有 1 一 2 个 内 节 
点 和 1 + 2 个 外 节点 而且， 每 个 纵横 多 边 形 都 有 四 条 直线 段 
使 得 每 条 之 二 端 皆 外 节点 ， 由 标准 性 ， 只 有 3- 节点 允许 在 一 
个 1- 嵌入 的 无 限 面 边界 上 为 直 的 . 从 而 ， 至 多 要 有 一 个 3- 他 
点 在 这 四 条 之 任何 一 条 走 线段 上 . 这 就 得 到 了 (9.1.3), 即 必 要 
性 成 立 . 

ERI. 由 (9.1.3) 我 们 总 可 求 得 f 的 面 边界 医 的 一 个 1- 组 
入 使 得 所 有 4- 节点 均 为 它 的 内 节点 ， 而 其 它 的 ， 即 3- 节点 中 
至 少 有 4 个 为 它 的 直 节 点 .这 就 得 到 了 充分 性 . à 


4 C 为 标准 图 G = (V, E) 的 平面 嵌入 HG) 中 的 一 个 图 ， 
在 C 上 的 一 个 4- 节点 o BE 


Pin(v; uC) = 2, pin(v; nC) = pow(v; uC) = 1, 
或 者 pourlvi uC} = 2, 


WW AUR vy 确 内 ， 确 直 , 或 确 外 节点 . 因为 在 这 时 ，v 在 C 
上 总 是 要 分 别处 于 内 , E, 或 外 状态 . 记 vin(C, uG), rout(C,AG) 
和 ve(C,uG) PHA WG) 中 上 的 确 内 ， 确 外 和 确 直 节 点 的 
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数目 ， 


引 理 9.1.2 £3 连通 标准 图 G = (VE) HIERA 
(G) 中 ， 一 个 非 面 边界 的 圈 C 是 1- 非 许可 的 当 且 仅 当 


Vout (C; EG) = 0; 
Va(C; pG) = 3; (9.1.4) 


Vin(C;uG) = v(C) ~ 3. 


证 ROCA G) 中 的 一 个 1- 非 许 可 的 圈 ， 由 3- 连通 

性 ， 在 
Top(C = (vlvv € V(C), poutlv; uC) > 0) 

中 至 少 有 三 个 节点 . 并且， 有 如 下 的 事实 . 

事实 1 |Vop(C)| = 3. 否则 ， 苦 [Vos (C) > 3, NIZE c 的 1- 
嵌入 中 至 少 四 个 节点 可 以 处 相 的 ， 或 外 的 状态 ， 由 引 理 9.1.1, 
C 是 1- 许可 的 . 与 C 的 给 定 条 件 矛 盾 . 

车 实 2  BvcVA(C) pi(v;inC) = 0. 否则 Fou WE 
Pin (0i; aC) = 0. 令 vi, va, vs FT VoL(C) 中 的 那 三 个 节点 (BE 1). 
A, 它们 的 这 个 次 序 与 在 图 C 上 出 现 的 一 致 . 这 样 ， 只 要 讨论 
如 下 三 种 可 能 情形 就 够 了 : 


A. 2170323; B. wlvIvs C: wulvelusl. 


其 中 ， 工 表示 一 个 确 内 节点 , 然而 ， 所 有 这 些 情形 均 导 致 C 为 
二 许可 的 ， 如 图 9.1. 1 所 示 . 

事实 3 所 有 C 于 的 节点 在 G HH. WAR. 否则 ， 若 在 
C 上 有 一 个 节点 的 次 不 是 4, 则 由 引 理 9.1.1 必 导 致 C 是 1- VE 
可 的 . 
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由 上 述 事实 1-3 即 得 C 满足 (9.1.4). 必要 性 得 证 . 

反之 , BCMA Gimn) = uC) Un(Ciu n G) 的 无 限 面 边 
界 ， 由 于 这 时 ， (9.1.4) 导致 (9.1.3) 不 成 立 ， 从 引 理 9.1.1 Be 
充分 性 . h 


(a) A (b) B (c) C 


图 9.1.1 


定理 9.1.1 一 个 3- 连通 标准 图 G = (V, E). 的 平面 嵌入 
u(G) 是 1- 可 扩张 的 ， 当 且 仅 当 它 没有 一 个 非 面 边 晕 的 里 是 1- 
非 许可 的 而 且 无 限 面 是 I- 许 可 的 . 

证 ”从 引 理 9.1.2 的 证 明 中 之 事实 1-3 可 见 (9.1.4) 提供 了 
一 个 构 形 (4,4,4). 由 .上 一 章 所 讨论 的 可 知 ,车 有 一 个 非 面 边界 
的 图 是 1- 非 许 的 ， 则 x(G) 不 可 能 是 1- 可 扩张 的 当然, 无 限 
WARE 1- 许可 的 也 不 能 得 到 aG) 的 一 个 1- 扩张 ， 从 而 ， 
必要 性 成 立 ， 

反之 ， 由 KG) 的 无 限 面 fo 的 1- 许可 性 ， 从 引 理 9.1.1 可 
知 fo 满足 (9.1.3). 因此 ， 不 可 是 三 角形 (4,4,4). 进而 ， 由 于 没 
有 构 形 (4,4,4), 从 定理 8.3.2 可 知 ju(G) 2 2- 可 扩张 的 . 因 
为 如 是 二 许可 的 , 则 这 个 扩张 实际 上 是 一 个 廿 1- 扩张. 故 ， 
u(G) 是 1- 可 扩张 的 . 4 
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下 南 ， 我 们 看 一 看 对 于 1- 可 幅 入 性 的 禁用 构 形 的 完备 集 
是 什么 样 的 ， 首先 ， 如 前 所 讨论 的 ， 任 何 暗 然 形 皆 这 里 的 禁用 
BUE. 由 引 理 9.1.1, 一 个 暗 然 形 , 也 用 ff 表示 , 实际 上 是 这 样 的 
一 个 极 小 子 图 (当然 是 标准 的 ) 使 得 它 的 每 个 面 的 边界 上 人 至 多 
有 三 个 次 为 3 的 节点 , 因为 任何 三 角形 面 自然 均 至 多 有 三 个 3- 
节点 ， 所 有 无 分 离 三 角形 的 极 大 标准 可 平面 贸 对 于 RA 
HERRE. 事实 上 , 只 有 三 个 这 样 的 图 . EB. Ty, Ha, Maye. 
后 者 就 是 在 L 的 一 个 面 的 内 部 区 域 引进 一 个 新 节点 并 与 此 面 
边界 上 三 节点 连 上 这 三 条 边 所 得 的 图 ， 其 理由 与 引 理 8.4.6 的 
中 用 过 的 相仿 - 

如 果 一 个 标准 图 G = (V, E) PET BEA aG) PHR C 上 
所 有 节点 皆 4- 次 的 而 且 其 中 有 三 个 节点 ui = 1,2,3, 使 得 : 
vv € V(C), 


2, ziv Zu, 1—1,2, 和 3; 
Pou(v; uC) = (9.1.5) 
1, Žv =v, i— L2, 2X3, 


则 称 C 是 一 个 2F(4,4,4)—88, 并 用 (4,44), 表示 .相应 地 ， 
构 形 (4,4,4) 也 称 为 内 (4,4 4 一 图 ， 并 用 (4,4,4),, 表示 . 如 
图 9.1.2(a) PR X Fü Y E (4,4,4),, 和 (b) 中 的 工 为 一 个 
(44,4) au 事实 上 ， 外 (4,4,4) 一 图 就 是 对 无 限 面 内 部 区 域 
中 一 面 作 无 限 面 时 的 内 (4,4,4) 一 Bd. 将 此 二 类 图 统称 为 单 
便 (4,4,4) 一 图 . 并 简 记 为 S-(4, 4,4). 


引 理 9.1.3 4 X f Y 为 一 个 标准 团 G = (VE) 的 平面 
嵌入 u(G) 中 的 两 个 5-(4,4,4). 则 ， 有 


Xin £ Yin => Xin € You (9.1.6) 


218 PIE RAAT 
u JR. GX MY 满足 关系 
Ain N Yin Æ b; Xin N You z 0. 


由 对 称 竹 ， 不 妨 假设 X 是 一 个 {4,4,4),,， 因为 在 X ER v, 
i= 1,2,3, 外 每 个 节点 都 有 两 条 边 在 Xin 中 .考虑 到 了 在 Xin 
和 X. 中 都 有 边 ， 由 Jordan HREH, X MY RERE v, 
i-1,2,3, 中 的 二 个 节点 公共 . 这 就 与 G 的 3- HEF. 1 


{a) IKXsn Yin) (b) {Xin © Yin 


图 9.1.2 


UR X FE (4,4,4).. SR Y H (4,4,4),., 使 得 Xi C Yin, 则 称 
它们 为 一 个 (4,4,4) 一 环 , 如 图 9.1.2(b) 所 示 . A, 用 (Xin € Yin) 
表示 . WDROX ALY We(4,4,4). 并 使 得 Xin Y. = 名 则 称 它们 
2 (4,4,4)—8R, 如 图 9.1.2(a) 所 示 . 并 用 Xin Yin) 表 之 . 进 
而 , 如 对 于 一 个 ICXin C Vin), BE Yin — Xin 中 不 再 有 {4,4,4) 一 
F, REIF (Xin: Yin), 车 在 Xin UY) 中 不 再 有 (4,4,4)— 
眼 ， 则 这 时 的 Xin C Yin) 和 (Xin, Yin) 简单 地 用 五 表示 . 


引 理 9.3.4 ”在 一 个 3- 连 通 的 标准 图 G = (V, E) 的 平面 
SEA n(G) F, ATF Gh i- TRA I AH MAR. 


证 WII C Yn) BAX Æ (4,4,4) 由 引 理 
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9.1.1 H X MF Xn(G) = (XU Xin) NO uG) 是 1- 非 许可 的 - 
从 而 ， u(G) 对 于 Xo 内 的 任何 面 作为 无 限 面 均 不 是 1- 可 扩 
张 的 ， 另 一 方面 ， 因 为 了 是 (4,4,4),; 由 引 理 9.1.1 MY 对 于 
Yout(G) = (Y UYoue) N u(G) È 1- 非 许可 的 .从 而 ， 工 对 于 Yin 
中 的 任何 面 作为 无 限 面 均 非 1- 可 扩张 ， 由 定理 43.3, Bl MG) 
之 唯一 性 ， G 不 是 1- BRA. . 

E Tl = (Xin, Yin), 相仿 地 也 可 得 (GC) 对 任何 面 作为 无 限 
面 均 不 是 1- 可 扩张 的 ， 因 此， G 不 是 1- 可 嵌入 的 ， 

综 上 所 述 ， 工 为 G 对 二 1 可 插入 的 禁用 构 形 ， 从 而 ， 引 
理 得 证 ， r 


定理 9.1.2 一 个 3- 连通 的 标准 可 平面 图 G = (VE) € 
l- Gp A B 26 E. 35 G 既 无 中 作为 一 个 节点 导出 子 图 也 无 梅 
# N. 

证 ”由 引 理 9.1.1 和 引 理 9.1.4 BYR, mou X 
u(G) BSEC TE E 1- 非 许可 的 , WE G 本 身 不 是 只 就 存在 -- 个 
节点 导出 真子 图 为 0. 与 给 定 的 条 件 矛盾 . BE SÆ Ga) H- 
个 面 且 它 是 1- 许可 的 . 若 对 于 f,u(G) RATA X WH (4,44), 
则 由 定理 9.1.1 知 MG) 对 于 f 作为 无 限 面 是 1- 可 扩张 的 ， 因 
为 A(G) 没有 (Xin, Yin), 由 引 理 9.1.3 我 们 可 以 假设 X GH 
的 (4.4.4), 使 得 在 Xou 中 没有 (4,4, 4). 因此 ， 所 有 包括 f 在 
内 的 在 Xo 中 的 面 皆 不 能 作为 某 1- RAMU. BS X 
中 的 面 . ORE TTS 1- 非 许可 的 ， 则 在 X4.(G) 中 必 有 作为 
节点 导出 子 图 . 与 给 定 条 件 矛 盾 . BAA Xn 中 的 一 个 面 且 
为 1- 许可 的 . 由 于 G 没有 CG, C Yin), 从 引 理 9.1.3, 与 对 f 
的 讨论 相仿 地 , 可 以 假设 X: 为 Xin 中 的 一 个 对 于 a 作为 无 限 
面 时 的 (4.4.4),, 使 得 在 Xin 中 没有 (44.4) 则 ， 所 有 Xi 
中 的 面 , 包括 fi TEA, 均 不 能 为 G 的 某 个 1- 嵌入 的 无 限 面 . 
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若 所 有 Xin Mow PAT E 1- 非 许 可 的 则 必 出 现 2. 故 ， 设 
fa A Xi, 0 Xio4 中 的 一 个 面 且 是 1- 许可 的 . 当然 ,车 对 fo 作 
无 限 面 (G) 无 (4.4.4)... 则 由 定理 9.1.1 可 知 p(G) 是 1- 可 扩 
KAY. 否则， 继续 上 述 过 程 ， 由 面 的 数目 的 有 限 性 .根据 既 无 
8 又 无 IL, 必 最 终 得 到 一 个 面 使 得 以 它 为 无 限 面 G 是 1- 可 扩 
张 的 ， 从而，G 是 1- BRAM. 这 就 得 到 了 充分 性 . 


推论 9.1.1 ”任何 4 正则 可 平面 图 G = (V, E), 或 者 更 一 
般 地 ， 任 何 至 多 有 三 个 3- 节点 的 标准 图 均 非 1- DRAB. 


证 ”因为 所 有 面 1- 非 许可 的 ，G 3808 Q 作为 节点 
导出 子 图 . 由 定理 9.1.2, 即 得 推论 . 


然而 ， 若 一 个 标准 可 平面 图 只 有 四 个 3- 节点 ， 则 它 就 可 
能 有 1- RAT. BSE. Win tl, 就 是 这 样 一 类 图 ， 它们 
的 1- 嵌入 如 图 8.4.2(b) Bras. 

为 了 讨论 一 般 可 平面 图 的 1- 可 帐 入 性 ， 当 然 节 点 之 次 不 
超过 4, 我 们 可 以 先 推广 定理 9.1.1 到 不 限于 3- 连通 的 一 般 情 
形 . 再 根据 $4.4 中 所 描述 的 理论 考虑 所 有 可 能 的 平面 嵌入 . 用 
与 上 一 章 相仿 的 方法 引伸 到 1- 可 嵌入 性 , 
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关于 图 的 0- 可 媒 入 性 ， 或 者 说 AT RA, 因为 任何 
标准 可 平面 图 皆 非 0- 可 嵌入 的 ， 这 一 点 在 下 面 的 讨论 中 将 会 
看 到 ， 我 们 这 里 所 讨论 的 图 总 是 允许 有 2- Dix. BR, 0- nj 
嵌入 的 图 总 可 以 从 一 个 k- BRA, E o 1, 经 过 将 边 加 以 
细 分 而 得 到 ， 一 个 存在 0- 嵌入 的 图 也 称 为 网 格 的 . 

首先 ， 我 们 研究 一 个 图 的 0- RA TUAH, EZA 
É, 即 长 为 3 的 圈 绝 无 RA ADE 格 图 , 即 平面 上 整 烙 的 
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表示 图 ， 上 的 最 短 疼 之 长 为 4. 因此， 这 里 所 研究 的 图 均 指 无 
三 角形 的 ， 当 然 ， 仍 要 满足 节点 的 次 不 大 于 4. 

令 us(C) BH CH—-TO RA, WAC 上 的 节点 总 可 划 
分 为 三 个 部 分 : 一 部 分 ， 用 S 表示 ， 由 所 有 那些 与 内 角 r 关 
联 的 节点 组 成 的 ;另外 二 部 分 ， 用 工 和 O 表示 ， 分 别 由 所 有 
那些 关联 内 角 为 37/2 和 0/2 的 节点 组 成 ， 若 不 考虑 状态 5 的 
节点 ， 则 在 5(C) 上 依 例如 顺 时 针 走 向 ， 就 可 得 一 个 由 了 和 0 
组 成 的 循环 序列 .这 样 的 ， 一 个 序列 被 称 为 (C) 的 隅 序列 
对 于 一 个 给 定 的 由 了 和 和 O 组 成 的 循环 序列 Seq S no(Sea) 和 
ni(Seg) TIA O R IE Seq 中 出 现 的 次 数 . F Seg BRAM 
隅 序列 ， 则 它 本 身 也 被 称 为 FF. 


引 理 9.31 一 个 循环 序列 Seq ER FF, YERSE 
含有 偶数 个 字母 ， 即 长 度 为 偶 且 满足 


no(Seq) — nr(Seq) = 4. (9.2.1) 


证 FUER EE. 令 m 为 Seq HKE. AH Seg 是 一 
个 陋 序列 ， 在 格 图 上 有 一 个 m- 边 形 ， m > 4 Seq 为 它 的 
隅 序列 ,假设 在 这 个 m 边 形 中 有 条 水 平 线段 ,因为 每 个 节 
点 恰 与 一 个 水 线段 关联 和 每 个 水 平 线段 恰 与 二 个 节点 关联 ， 则 
m = 2k, k> 2. 又 ， 因 为 其 内 角 和 为 2k 1) 且 其 中 有 一 2 
个 第 为 T 和 +2 个 角 为 了 . 注意 到 no (Seg) 和 nz(Seq) 实际 
上 分 别 为 sr 和 人 角 的 数目 ， 从而， 有 (022) 

再 证 充分 性 ， 对 Seq 的 长 度 用 归纳 法 ， 若 其 长 为 4 则 只 
有 一 个 可 能 ， 基 Seq = 0000. 它 是 一 个 矩形 的 隅 序列 ， 设 任 
向 长 度 为 24 1 > 2, 且 满足 0.21) 的 序列 均 为 一 个 陋 序 列 ， 我 
们 看 长 为 20+3 的 且 满 足 (9.2.1) 的 序列 Seg. 首先 ， 由 (9.2.1) 
知 在 Seq 上 有 "Or" 作为 -- 段 ， 若 将 此 民 去 掉 ， 则 所 得 的 序列 
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Seq 长 为 2 且 仍 满足 (9.2.1). 由 归纳 法 假设 ， Seq’ 是 一 个 陋 
序列 ， 为 方便 ， 可 以 设 Seg 具有 以 下 形式 


Seq’ = X1X2 Qt X». 
WW, Seq 可 以 看 作 
Seg = Seq X2i41X21+2, 


其 中 Xun = OM Xar =I. Seq! AB Car = vi va vat 
BT 0- BRA. uS (Cor) 的 隔 序 列 使 得 的 状态 为 Xi = 1,2,…， 
21. 根据 Xi 和 Xa 的 所 有 四 种 可 能 的 选择 : 


A1. Xi =O Ñ Xu = O; 
A2. Xi IH Xa =0; 
A3. X1=O 和 Xz;= f; 
AA. Xi =I AW Xa-1, 


我 们 总 能 找到 Coa = vv- -vavava 的 一 个 O BRA us 
(Czi+2) 以 Seq 为 隅 序列 ， 分 别 由 可 9.2.1-4 HZ. h 


(a) Seq’ (b) Seg 


图 9.2.1 
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(a) Seq’ (b) Seg 


g 9.2.3 


(a) Seq’ (b) Seq 


PS 9.2.4 


-个 由 O 和 了 组 成 的 循环 序列 , 若 任何 了 均 不 与 7 相继 ， 
BUT 不 是 它 的 一 段 , 则 称 它 为 [新 立 的 . 若 一 个 出 O 和 了 组 成 
的 循环 序列 是 某 纵横 西 多 边 形 的 隅 序列 ， 则 也 称 它 本 身 为 四 
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引 理 9.2.2 一 个 由 避 和 了 组 成 的 序列 Seg 是 凸 的 ， 当 
且 仅 当 它 是 一 个 隅 序列 而 且 它 还 是 I 孤立 的 . 

证 ” 先 证 必要 性 ， 由 序列 凸 性 之 定义 第 一 个 说 法 是 显然 
的 . 用 反 证 法 证 第 二 个 说 法 ， 假 设 在 Seg 中 有 一 段 H. 令 Seg 
为 Cu = vitac va 的 隅 序列 目 v1 和 vs 为 状态 I 自然 ， 不 失 
一 般 性 ， 则 ， 这 时 实质 上 只 有 图 9.2.5 所 示 的 两 种 可 能 形式 . 
然 ， 它 们 均 导 致 与 凸 性 之 条 件 矛 盾 ， 

次 证 充分 性 ， 对 Seq = XXa Xa, ! > 2, 的 长 度 用 归纳 
法 . 若 != 2 只 能 Seg = OOOO. 它 是 三 孤立 的 . 自然 ， 因 为 
它 是 矩形 的 陋 序列 可 知 它 本 身 为 凸 的 . 一 般 地 ， 设 对 于 长 度 不 
KF 2,1>2, 的 序列 充分 性 为 真 ， 我 们 可 以 限定 


Seq = XiX =< X141 X2142 


使 得 Xan = O 和 Xz-2 = I. 事实 上 ， 这 种 限定 并 不 失 一 般 
Tk. 因为 由 引 理 9.2.1 知 Seg 至 少 有 一 个 工 不 妨 取 Xup = 工 
当然 ， 由 天 孤立 性 ， 必 有 Xi = O. 容易 看 出 ， 从 Seq 中 去 掉 
Xora 和 Xa 之 后 所 得 的 


Seq' = X Xo Xa 


仍然 是 I- 孤立 的 ， 而且 ， 由 引 理 92.1365] Seg! 也 是 隅 序列 . 
由 归纳 假设 Seg ELR. S Seq’ 为 格 图 上 的 21- WH Ca = 
uvz.… va 的 隅 序列 使 得 Xi vs 的 状态 ，i = 1,2,…,21. 然 
而 , 在 Seq! 上 只 有 二 种 可 能 : Xa O 和 Xa = 工 不 管 怎样 ， 
对 于 它们 均 得 Seg 是 凸 的 如 图 9.2.6-7 Bra. h 


定理 9.2.1 H G= (V, E) 的 平面 嵌入 WG) 中 的 一 个 面 
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fX o-YXepe, X E Rb E BOR CDS 5 并 
EREK: 

n2—vat( f) > na-val f) + 4. (9.2.2) 
Hi, SPSRAARBWRH, X G0 <i < me veilf), M2- 
节点 限制 为 状态 3S 40zj <nsvailf), 3 节点 限制 为 状 
ALMSHORAN, SARS SAUARLAAD RAKE 
小 于 5 且 满 足 关系 : 


7:2 vat( f) E i 之 74 vat(f) +3 + 4. (9.2.3) 


(a) (b) 


图 9.2.5 


{a) (b) 


图 9.2.6 Xu =O 


证 ”因为 在 一 个 0- 嵌入 中 ， 无 限 面 边界 上 的 任何 4- 节 
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点 必需 处 状态 和 只 有 2- 节点 允许 处 状态 O. H {9.2.1) 可 
得 (9.2.2). 这 就 是 第 一 个 结论 的 必要 性 .反之 ， 取 n2-va(f) - 
n4-voi(f) 一 4 个 2- 节点 和 所 有 3- 节点 处 状态 S. 由 引 理 9.2.1 
即 得 这 个 结论 的 充分 性 . 


(a) (b) 


图 9.2.7 Xa: M 


进而 ， 由 引 理 9.2.1 和 第 一 个 结论 ， 即 可 得 定理 的 后 一 个 
结论 . ] 


相仿 地 ， 我 们 也 可 以 建立 一 个 面 的 凸 0- 许可 性 . YE f BJ 
边界 上 的 一 个 节点 子 集 , 如 果 其 中 任何 一 对 节点 在 了 的 边界 上 
均 不 相 邻 ( 亦 即 不 相继 ), 则 称 它 对 于 f 是 独立 的 . 


定理 9.2.2 EG — (V, E) 的 平面 嵌入 4(G) 的 一 个 面 了 
Emo 许可 的 ， 当 且 公 当 了 是 0 许可 的 而 县 在 UE 
上 所 有 二- 节点 的 集合 对 f 是 独立 的 . 进而 ,一 个 面 f eo 
许可 的 且 满 足 条 件 : 其 边界 上 有 计 0 <i< no-vol(f), 2-5 
ERRE Sj OSIS na-va(f), 个 3- 节 点 处 于 状态 了 BH 
仅 当 了 是 0- 许 可 的 和 满足 这 个 条 件 以 及 其 边界 上 的 由 所 有 4- 
节点 与 了 个 3- 节点 组 成 的 集 含 对 子 为 独立 的 . 

证 ”由 引 理 9.2.2 和 定理 9.21 可 直接 导出 . a 
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首先 ， 我 们 讨论 一 个 图 G 的 平面 嵌入 A(G) 的 o 可 扩张 
性 ， 当然 ， G 的 所 有 节点 的 次 仍 不 超过 4 而 且 不 存在 三 角形 
作 了 节点 导出 子 图 ， 由 上 一 节 所 得 到 的 ， 对 于 0- 可 扩张 性 ， 
p(G) 的 无 限 面 必需 满足 条 件 (9.2.2) 供 ， 它 显然 不 是 充分 的 . 
如 图 9.3.1(a) 所 示 的 图 满足 (9.2.2) 日 没有 0- 扩张 . 事实 上 , 在 
图 9.3.1(a) PROP PABA. AER La Se 
必须 为 状态 O. 从 (9.2.1) RI BERE (EU OO 嵌入 中 的 有 
RE mE 9.3.1(b) 所 示 ， 


a eo ODE ES CE. AE 
a DEN -A l - 
pco c4 ry 
UM 
EE era c 
* d:-— - 7 
(a) pO) (b) tG) 
fl 9.3.1 


这 就 建议 我 们 考察 所 谓 -个 面 的 内 O- 许可 性 ， 在 一 个 平 
面 嵌 入 中 的 一 个 画 f, 如 果 它 可 以 为 某 个 o- RA HOTT, 就 
称 了 为 内 0- 许 可 的 . 


引 理 9.3.1 节点 次 不 大 于 和 无 三 不 有 形 温 G 的 平面 做 
A n(G) 的 一 个 在 了 是 而 O 许可 的 并 上 使 得 在 其 边界 上 有 j 
0x j € nysau( f 3-77 X AR AS OO, SAH ERA te 
不 等 式 : 


ga \-+- 
-A 
D ENS 
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T3 -vot f) 之 fa vat( f) + j — 4. (9.3.1) 


ut RAE 4- 节点 在 0- BONCPISPR RELATA 
处 状态 O, 任何 3- 节点 有 两 个 选择 : 状态 O, 或 状态 S, 和 2- 
节点 可 选 三 种 状态 之 一 ， 由 (9.2.1) MELEE KZ WD 
naval f) +j — 4 个 2- 节点 选择 处 状态 1, A 4 节点 和 了 个 
3- 节点 处 状态 0,0 € j € nall) 和 所 有 2- 节点 与 其 它 3- 
节点 均 处 状态 S, 则 由 (9.2.1) 我 们 也 可 求 得 一 个 纵横 多 边 形 在 
E O RAP EATH f 的 边界 . 从而， 充分 性 得 证 . 


由 于 4-35 AGE 0- 嵌入 po(G) 中 的 四 个 关联 面 内 的 关联 角 
皆 和 一 个 4- 面 ， 即 次 为 4 的 面 ， 若 作为 无 限 面 其 内 4 个 角 


ESU TALIN T, 我 们 可 以 只 讨论 那些 次 小 于 4 
的 节点 和 次 大 于 4 的 面 在 jo(G) 中 的 分 布 ， 令 


def (v) = 4 — plv; G). 
并 称 之 为 节点 "在 G 中 的 S AA. 同时 ， 令 
tes (f) = (Fin) — 4 


FAR CAM f € F 在 平面 嵌入 1G) 中 之 RR Hop, FA 
n(G) 的 面 的 集合 ， 


引 理 9.3.2 对 于 图 G= (V, E) 的 一 个 平面 嵌入 HG), 总 
有 


y, def () - 35 res (f) = 8. (9.3.2) 


vcV JEF 
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证 ”由 于 每 边 有 二 个 端点 ， 从 节点 亏 数 之 定义 可 知 
4(G)= V^ det (v) + $ plv;G) 


vEV vEV 

= 》 def (v) + 2«(G). (9.3.3) 
vEV 

对 偶 地 ， 有 
446(G) = >》 p(fiuG) - 》 res (f) 

JEF fer 

= 2e{G) 一 P res( f). (9.3.4) 

feF 


从 而 ， 由 (9.3.3-4) 和 对 于 平面 姐 入 的 Euler 公式 ， 可 得 
X def (v) — $5 ref (f) = 4(v(G) - e(G) + 4(G)) =8. 


vev fer 
这 就 是 (9.3.2). 4 
对 于 图 G= (V, E) B] TEE BRA. uG), 关系 (9.3.2) 被 称 
为 u(G) 的 均衡 性 . 记 
eq — 8 V res (f) - 》 det (v). 


fer vEeV 


并 称 之 为 u(G) 的 均衡 值 . 若 在 均衡 性 中 满足 : 


(9.3.5) 


def (v) »0, vveV; 
res (f) 50, VfEF, 


则 称 之 为 正 的 . 容易 看 出 , 只 有 正 药 衡 性 的 图 才 有 可 能 有 0- R 
^. 
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下 面 ， 我 们 着 手 探究 在 每 个 亏 数 大 于 0 14 ARK 
于 0 的 面 中 角 的 分 配 , 由 于 显 节点 对 于 我 们 这 里 的 目标 无 关 紧 
X. 自然 ， 总 假设 图 G 没有 显 节点 . 这 样 在 G 的 任何 O RA 
H(G) 中 , 所 有 的 角 都 只 能 取 r/2, m, 或 3r/2 这 三 个 可 能 值 . > 
A(uo0G) 为 no(G) 中 所 有 角 的 集合 以 及 Afi poG) 和 At; uG) 
分 别 为 在 面 y 内 的 和 与 节点 v 关联 的 集合 .为 方便 ， 我 们 在 
A(u5G) 上 引进 一 个 整 函 数 0: VA € Atp0G)， 


ed) = 1, 4 A-m (9.3.6) 


这 里 的 6 被 称 这 AG) 的 角 在 pola) 中 的 分 配 和 (A), A € 
A(noG), 被 称 为 4 TE uo(G) 中 的 分配 值 . 


引 理 9.3.3 $ pofG) X E G= (V, E) 的 一 个 0- RA. 
它 的 面 集 记 为 mM. A 


>> (A) = def (v}), Wo EV; 


ACA(vigaG) 
A€A( fpe G) res (f) +8, FH, 


Vf € F. 


其 中 ， fo 为 lG) HARB. 
证 ”首先 ， 让 我 们 记 


à—1-5, (9.3.8) 
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4, 3M p(viugG) = 4; 


$5 HA)=4 2, 34 p(vi oC) = 8; 


A€A(v;ioG) 
0, 34 plv; 10G) = 2. 


另 一 方面 ， 由 (9.3.8), 


$5 54)=plwpoc)- D$. ALA). 
A€A(viiaG) ACAL ui pn @) 


这 就 导出 (9.3.7) 中 的 第 一 个 关系 式 . 
进而 ， 由 引 理 9.2.1, 有 vf eF- {fo}, 


4= M 6(A) 


A€A(fhipoG) 


-p(fiuG)- X A. 


. A€A(finoG) 
Ti 24 f = fo 时 ， 有 


-4= Š (4) 
A€A(foinoG) 


-p(fouG)- $, (A). 


A€A(foiitoG) 
这 就 导出 (9.3.7) 的 第 二 个 关系 式 . 4 


ATE, Av f 为 G- (V, E) 83—^T 3E RA n(G), 其 面 
的 集合 为 上 与 4 关联 并 且 在 了 内 的 那个 角 . 

引 理 9.34 — 4G — (V,E) 是 一 个 无 显 节 点 的 正 均衡 
AB. KC) X G 的 一 个 平面 嵌入 ， Im RUR — I E O: 
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A(uG) — (0,1,2) 使 得 (9.3.7) 满足 ， 则 0 作 角 的 分 配 确定 MG) 
的 一 个 0- 扩张 pofG). 

证 ”对 AfG) 的 面 数 用 归纳 法 . 当 G 本 身 是 一 个 圈 C = 
vivo vy 时 ， 由 (9.3.7) 中 的 第 一 个 关系 可 知 


def (vj) = 2 = vA,, fo) + 06A, Ph 


i-1,2,..w 其 中 ， fof fi dS auc) 的 无 限 面 和 那个 有 
限 面 . 这 样 ， (Avi,0), Aut) 有 三 种 可 能 值 : 


(1, 1), (2, 0), 或 (0,2). 


它们 分 别 对 应 CAu 50: Aust) 29 Qn T) (37/2, 7/2), BE (1/2, 31/2). 
Bi (9.3.7) 中 的 第 二 个 关系 式 和 引 理 9.2.1 可 知 以 9 作 一 个 分 配 
确定 &G) 的 一 个 o- 扩张 , 

一 般 地 ,可 以 假设 wo 是 无 限 面 fo 边界 上 的 一 个 2- 节点 ， 
FXE, fE fo Pj, Hi (9.3.7) 的 第 二 个 关系 式 和 引 理 9.2.1 可 知 
至 少 有 四 个 角 为 3r72. 这 样 的 wo 总 是 存在 的 ， 设 P(o v) 是 
KG 上 的 一 条 路 . EEL, B v Al ve 的 次 不 小 于 3 外 所 有 内 
节点 的 次 均 为 2 且 m 是 它 的 一 个 内 节点 ， 记 G' 为 从 G 中 去 
掉 Pow) 的 所 有 内 节点 及 它们 的 关联 边 所 得 的 图 ， 用 NE 
示 MG) 的 无 限 面 . 并 将 它 视 为 由 KG) 中 的 无 限 面 fo MAR 
面 fi 所 合成 的 ， 自 然 Po) YE fo MA 的 公共 边界 上 . 容 
易 验 证 ， 整 函数 9: A(nG") — {0,1,2}, 使 得 v4 € A(uG?), 


6(A), 若 A £ An fhi 
P(A) = 
(As, fo) + (Av nd+ 1, 和 否则， 


i=1,2, Æ &(G) 上 满足 (9.3.7). 由 归纳 假设 ，8 作为 一 个 角 分 
配 确定 uG) 的 一 个 o- HRA. po(G'). 而 且 ， 由 (9.3.7) 的 第 二 个 
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关系 式 和 引 理 9.2.1 即 得 jo(G) 可 延 拓 为 (G) 的 一 个 0- RA 
yo(G). 事实 上， 只 要 在 jo(G') 上 适当 恢复 Pio, v) 的 0- RRA 
即 可 得 yo(G). i 

定理 9.3.1 令 G 是 一 个 正 均衡 性 且 无 显 节 点 的 图 . 则 ， 
它 的 一 个 平面 散 入 A(G) 有 一 全 0- 扩张 ne(G) 当 且 仅 当 在 A(G) 
上 ， 存 在 一 个 整 函 数 8: ApG) 一 {0,1,2} 满足 (9.3.7). 

证 ”从 引 理 9.3.3-4 直接 可 得 . t 

对 于 一 个 正 均 衡 性 的 图 G FERA p(G), 我 们 引进 一 
个 二 部 图 ， 用 Qwi = Quil(G) = (Xe, Yo: Eg) 表示 ， 按 如 下 的 方 
式 所 确定 : 

Xo- |J) {vlvi, 1<i< det (v)}; 


vev 
def (v)>D 


Yo= |) {Yi 1 <i res (f)} (9.3.9) 


FEF_—{fo} 
res (f)>0 


Jf folé) vi, 1 < i € res (fo) + 8} 


E= U U {e@ f@ as, 
wEV fEF—-{fo} 

def (u}>0 ves (f)>0 

f ind v 


1<i< def(v), 1< 3 <res (f)} 


U U t. PN, 
v€V(fo? 
def (v)20 
1 €i < def (v), 


1 X3 &res (fo) + 8}. (9.3.10) 
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我 们 称 这 个 二 部 图 Qu 为 x(G) 的 35 8688. 由 均衡 性 (9.3.2), 总 
有 


eq = |Xol = Yol. (9.3.11) 


5/32 9.3.5 $ L(G) X E G — (V, E) 的 一 个 平面 嵌入 . 
Wi. Æ aG) 上 在 在 一 个 整 函 数 8: 4(aG) 一 (0,1,2) 使 得 满足 
(9.3.7) 当 且 人 充当 在 均衡 图 Qui(kG) 上 有 一 个 完美 对 集 . 


证 ”必要 注 可 由 均衡 性 (9.3.2) 和 均衡 图 之 定义 导出 ， 现 
证 充分 性 . 设 


M={(xi,y)| Vi, 1<ix eq, 
Zi E XQ, W € Yo} (9.3.12) 
H Qu = Qu(uG) 上 的 一 个 完美 对 集 ， 令 
M(A, 4) = {li y] Vo y) € M, 1 <i S eq, 
(a; ind v) ^ (y, ind f)). (9.3.13) 
Hr. Ay pe AG) veV, f e F. i Qu MEM, AE, 
VAcA(uG), — &(A) = |M(A)| (9.3, 14) 


就 是 x(G) 上 的 一 个 取 值 为 01, 或 2 且 满 足 (9.3.7) 的 整 函 数 、 
4 


定理 9.3.2 4 G-(WE) S—^iS&*nHuEXS 
uo(G) 当 且 仅 当 其 均衡 攻 Qu 有 一 个 完美 对 集 . 


证 ”从 定理 9.3.1 和 引 理 9.3.5 直接 可 得 . b 
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89.4 “特殊 判 准 


首先 ， 我 们 进一步 将 定理 9.3.2 所 述 的 一 般 判 准 肌 于 求 0 
BY RATER BA FY AN 

4 u(G) 为 -- 个 正 均衡 性 图 G = (VE) 的 平面 嵌入 ， F 
为 它 的 面 的 集合 设 C* 是 一 个 上 图 . 由 84.2 中 所 述 的 Jordan 
EM, MAC 恰 有 二 个 连通 片 、 分 别 用 aL, = pinlG;C*) 和 
Hout = How(G; C*) 表示 . SVE AVA, BAIA Kin A Hout 的 节 
点 集 . BV V VA.) 满足 


》 def(v) > 》 rese(f) (9.4.1) 
vev nim 


FP AR A ERB CT 有 pin(G; CT) C wt, (CE wha) 亦 满足 (9.4.1), 
则 称 C* 为 节点 非 均衡 的 . 用 Roer 表示 .在 (9.41) 中 ， 
res (f) - 8, & f = fo: 
reso( f) = (9.4.2) 
res (f), WW. 


EP, fo AG) 的 无 限 面 . 
=- AAH, SCA u(G) 上 的 一 个 圈 . 由 Jordan 曲线 定 
理 ， 记 
Hin = fin (G5 C) az C u (u(G) P Cin); 
Hout = Bout(G; C) 一 CU (u(G) N Cou). 
用 Fin 和 Fout 分 别 表 示 Hin 和 uoa 在 下 中 的 面 的 集合 . 当然 ， 
Fin + Fout = F. X F = Fin (RK Fou) 满足 


So resolf)> M7 det(v) (9.4.3) 


fer ve Vipin) 
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并 且 没 有 图 C 使 得 nis (6:0) C pin( 或 者 jout) 亦 满足 (9.4.3)， 
则 称 C 为 do 3E25 BF 49, 用 Ore 表示 . 


引 理 9.41 $ uG) 为 一 个 正 均衡 性 图 GU, E) 的 平面 
RA. pi , u(G) 有 一 个 Quer 4 Hi 4 u{G) 有 一 个 ac: 

证 设 c 为 确定 «e AY E BR His = Bin(G; C") 满足 
(9.4.1). 由 于 u$, 和 uua = HoutfGiC*) 之 间 的 对 称 性 ， 这 一 假 
定 自 不 失 一 般 性 . 令 


c= 》 ðf, 
fCpoue 
则 由 均衡 性 (9.3.2), 有 Hin = HG; Cin) = Bout: E fo Z Bouri 或 
者 Hout = H(G; Cout) = Ha Æ fo C Hou 满足 (9.4.3). 而 且 ， 
E C 不 是 一 个 Qyec W pin( 或 nou) 有 一 个 圈 C 使 得 C7, < 
Cia (S Cout C Coue) 和 Bis = B(G; CT) GG Hout = H(G; Coue)) 满 
Æ (9.4.3). 这 就 导致 总 可 找到 一 个 Nja 必要 性 得 证 .有 反之， 
以 相仿 的 方式 也 可 得 充分 性 . t 


引 理 9.4.2 HAG Nuer On 对 于 0- 可 扩张 性 均 为 禁 
用 的 . 

证 ”由 引 理 9.4.1, 只 要 对 Quer 和 Njae 中 之 任何 一 个 证 明 
些 引 理 即 足 ， 若 在 平面 嵌入 KG) 中 有 Noer 则 由 定理 1.3.8 可 
AUS GS Qu 不 可 能 有 完美 对 集 ， 又 ， 由 定理 9.3.2 可 知 pC) 
不 是 0 可 扩张 的 ， 因 此 ， 由 Qus 的 极 小 性 可 知 Duer 是 一 个 禁 
用 构 形 . h 

定理 9.4.1 ”一 个 节点 次 不 大 于 4 的 无 三 角形 的 可 平面 图 
G= (WWE) 是 0 可 嵌入 的 当 且 仅 当 在 它 的 一 个 平面 骨 入 uG) 
中 不 存在 Quer (或 fpac). 
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证 ”必要 性 由 引 理 9.4.2 直接 得 到 . 现 证 充分 狂 ， 因为 在 
-MEERA (G) 中 无 fer, 则 对 和 任何 Bc V, 


SS def (v) < M. reso(f). (9.4.4) 


ind 
"en 1 


FU, SFE B CV 使 得 不 满足 (9.4.4), 则 在 均衡 图 Qui(uG) 
中 由 X(B) 0 Y (B) 的 节点 导出 的 子 图 必 有 一 个 连通 片 ， 记 为 
H = (Xo, Yo; Eo), Xo C X(B), Yo € Y (B), 使 得 

$, de(-2i|Xo»|Yg = M7 reso(f). — (9.45) 

v ind V(Xco) f€F(Yo) 

Hp, X(B) 和 Y(B) 分 别 为 在 Xa fil Yo 中 相应 B 中 的 节点 
和 与 互 关联 的 面 的 那些 均衡 图 的 节点 的 集合 ，Y(Xo) 和 F(Yo) 
分 别 为 在 &G) 中 那些 相应 Xo 和 Yo 中 的 节点 和 面 的 集合 . 这 
就 导致 在 G 中 存在 一 个 上 圈 CT 使 得 ut, Buh, WBE GH 
导出 子 图 的 一 个 平面 谋 入 而 且 满 足 (9.4.1). 与 AMG) 中 无 Rue 
矛盾 从而， 由 定理 1.3.8 可 知 Qus) 有 一 个 完美 对 集 . 进 
而 ， 再 由 定理 9.3.2 即 得 充分 性 . h 


根据 上 面 得 到 的 那些 结果 , 我 们 可 以 发 现 一 大 批 正 均衡 性 
的 图 不 是 0- 可 册 入 的 ， 下 面 列 几 类 这 样 的 图 . 


推论 9.4.1 ” 设 一 个 正 均 衡 性 好 G= (VE) HP RRA 
4(G) 中 没有 一 个 面 是 0- 许可 的 . 即 对 任何 可 f, 均 有 
D2-vat(f) < na-sai( f) + 4. l (9.4.6) 
则 ， A(G) 不 是 0- TEKK. WH, EG 与 一 个 3- 连通 的 图 
IRE, JU (9.4.6) 将 使 G 不 是 0- TRAM. 
”证 ”定理 9.2.1 的 一 个 直接 结果 . : 
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推论 9.42 ”任何 无 三 角形 且 在 每 一 个 园 上 至 多 有 3 个 
2- 节点 的 图 不 是 0- TRAN. 


证 ”推论 9.4.1 的 一 个 直接 结果 . 4 


推论 9.4.3 在 无 三 角形 的 医 G = (VE) 的 一 个 平面 嵌 
入 (G) P. FA Hil, È Quiz 2, 如 图 9.44.1 A, Wl | 
TETRA. 


rai N 4 um 
a è i UT 
a cS. : 
C, 6 h 
P 6 ; 1 
HH HH 
一 一 一 A -— a t 
(a) Hi, (b) Hi i22 (c) @iit 之 2 
图 9.4.1 


VE DDXHSRi1,B8 OS 事实 上 ， 如 图 9.4.1 中 在 每 个 
图 边 对 {a,b} 均 为 Qe 中 之 那个 上 圈 C*. 由 定理 9.4.1 即 得 . 


4 


推论 9.44 在 无 三 角形 的 图 G = (VE) 的 一 个 平面 嵌 
AW, BEE ©, i > 1, 和 $i 2 2, 如 图 9.4.2 所 示 之 一 个 构 
形 ， 则 G 不 是 0- TRAN. 


证 ”因为 在 @i,i>1 和 ,i > 2 中， 如 图 所 示 每 个 构 形 
都 仅 有 3 个 2- 节点 . 由 推论 9.43 可 知 全 不 是 0- ARAM. 
从 而 ，G 也 必 不 是 O TIRAR. 即 得 欲 证 . 
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E 


(a)$4i21 — (b) Bi,i>2 


59.42 


I 945 ^ G-(VE)E— EGRE GUN. EU 
的 每 个 平面 其 入 p(G) 中 均 有 一 个 面 f 使 得 


T4 vat( f} > 13 vai( f) T 4, (9.4.7) 


Wi GF A O- TRAN. 
证 AFR f 的 边界 器 本 身 形成 了 一 个 ?yac, 由 定理 
9.4.1 即 得 . 


进而 ， 我 们 再 研究 二 类 可 平面 图 并 且 对 它们 的 0- BY RA 
性 发 现 了 非常 简单 的 表征 ， 这 就 是 外 可 平面 图 与 Halin 图 . 


引 理 9.4.3 ”任何 无 三 角形 的 外 可 平面 图 均 有 二 条 相互 
独立 的 这 它们 的 庙 点 全 是 2- 节点 . 

证 ”首先 ， 易 看 出 任何 外 平面 图 均 至 少 有 两 个 2- 节点 不 
相 邻 且 在 两 个 不 同 的 有 限 面 的 非 公共 ( 知 相 邻 ) 边界 上 . 然后 ， 
还 知 车 一 个 2- 节点 不 与 其 它 2- 节点 相 邻 ， 则 由 外 平面 性 它 必 
落 在 一 个 三 角形 上 . 从 而， 这 二 个 2- 节点 均 与 另外 的 2- 节点 
相 邻 ， 又， 它们 在 二 个 不 同 面 的 ( 非 公共 的 ， 若 相 邻 ) 边界 上 ， 
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故 只 能 引 理 成 立 . b 


定理 9.4.3 一 个 无 4- Ah FaN G = (V, E) 是 
0- 可 搬入 的 ， 当 年 仅 当 它 不 合 有 三 角形 . 

证 ”因为 必要 性 显然 , 只 证 充分 性 . 对 G 的 度 用 归纳 法 . 
当 G 的 边 很 少 或 者 G 本 身 就 是 一 个 锋 时 ， 易 验证 . 

一 般 地 ,因为 G 无 三 角形 , 由 引 理 9.4.3 可 以 假设 (u, v) 是 
RUA uA» SH 2 节点 令 工 为 包括 边 (wv) 所 有 节点 都 
Æ G 中 的 2- 次 节点 组 成 的 最 长 路 . 记 wo 和 vo 为 与 上 二 端点 
相 邻 但 不 在 工 中 的 节点 . 可 设 (uo, vo) X G 的 一 条 边 . AM, 可 
在 G EN EX. (uo v)fbG.4G(-G-L3U€3GG;-G'-L, 
当 (up, vo) € E. 由 于 G3 仍然 是 无 4 节点 的 外 平面 图 ， 当 然 ， 
也 不 会 有 三 角形 . 由 归纳 假设 ， Gil 是 0- BRAM. 由 外 平面 
性 ， wo 和 vo 仍 在 无 限 面 边界 上 .不管 怎样 ， 总 可 以 从 Gi 的 
一 个 0- 嵌入 经 过 恢复 工 而 得 到 G 的 一 个 0- 嵌入 .从 而 ， 充 
分 性 得 证 . 4 


部 $2.1 中 所 提 到 的 ， 一 个 Halin 图 是 由 一 个 树 和 一 个 外 边 
FW RY. 这 里 ， 假 设 在 树 上 没有 2- PA FXE RAR 
定 对 于 这 里 的 目的 是 非 本 质 的 ， 

为 简便 ， 对 任何 图 G = (V, E) 的 一 个 平面 入 sG), 我 们 
记 

dif(S)- > reso(f)- $. def (v). (9.4.8) 
f ind 8 ves 
EH, scy. 


引 理 9.4.4 任何 一 个 无 三 角形 的 Halin 图 而 且 所 有 内 节 
点 的 次 均 大 于 2. 必 至 少 有 二 个 2- 节点 在 外 边界 圈 上 . 


证 ” 令 工 是 给 定 的 Halin 图 G 中 那个 树 上 的 最 长 路 . 记 
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& 和 ”为 工 的 二 个 端点 , 由 最 长 性 ， 它 们 必 全 在 外 边界 圈 上 . 

Su Aly 分 别 为 在 L 上 的 与 & 和 w 相 邻 的 节点 ， 则 由 工 的 
最 长 性 和 wi 与 的 次 大 于 2 考虑 到 无 三 角形 ，i Su 均 必 
至 少 有 一 个 关联 面 在 外 边界 圈 上 的 公共 边界 至 少 含 二 条 边 . 从 
而 ， 在 外 边界 圈 上 至 少 有 二 个 2- 节点 . 引 理 得 证 . h 


EH 9.4.3 令 G=(VE) 是 一 个 无 三 角形 的 Halin HH 
它 的 所 有 内 节点 全 是 3- 节点. 则 G 是 0- TKAM, YERS 
EMA EES ROR? 节点 . 


证 ”因为 由 推论 9.4.2 即 得 必要 性 ， 只 证 充分 性 .由 定理 
9.4.1, 只 要 论证 G RE Qer BPE. 用 反 证 法 ， 设 C" 是 一 个 节 
点 非 均衡 的 上 图 , 则 有 两 种 可 能 的 情形 发 生 : uL = pin(G;C") 
有 一 个 节点 在 外 边界 圈 B —0fo ERE. 为 方便 , OF, AG 
中 所 有 那些 与 pin 的 节点 关联 的 面 的 集合 . 


情形 1 VnnV(B)-09,4H VL-VL). 由 于 sn 是 
树 ， 有 


[Fi] = IB(C°). (9.4.9) 


而 且 ， 因 为 Vi PRATA GC 中 的 3- WA, A 


Fol = IVa] +2. (9.4.10) 
由 于 只 (或 否 ) 与 uz, 的 显 节点 关联 的 面 的 次 至 少 比 它 的 与 us, 
sk C* 关联 的 边界 边 的 数目 多 2( 或 1), MË uz, 中 显 节点 的 数 
E (i) 少 于 4 而 且 它 们 每 个 与 一 个 四 边 形 关联 则 至 少 4 - 
nan) 个 其 它 面 ， 其 每 个 的 次 至 少 比 与 必 或 C* 关联 的 那些 
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面 之 数目 大 2,4 


> 0:6) > Uefain) + [V] + 2) 
f€F;, 


VA +2 + max(4 i Q5) 

> Vs (FI -1) +4 

= VA. (9.4.11) 
其 中 ， 用 到 (9.4.9-10) 和 e(a) = IVz) — 1. 另 一 方面 由 G 的 
内 节点 的 3- 正则 性 ， 有 


>》 def (v) = M. (9.4.12) 


"cV 
这 样 ， 由 (9.4.11-12) 可 知 di(Vz) > 0. 与 C* 的 节点 非 均衡 性 
矛盾 . 
情形 2  VLOV(B)z0.4 Vo = VANV(B) f V = V Wo. 
由 情形 1 中 所 讨论 的 ， 可 知 


dif (Vz.) = dif (Vi) + reso(fo) 


- M def (v). (9.4.13) 


veV(B) 
根据 (9.4.11-12), 有 
dif (Vi) > max(0, va( fo. Hn) ~ 4}. — (9.4.14) 


S.  ve(foint) Jg V(B) F G 的 相应 uL [Vi] 中 显 节点 的 2- 
节点 数 . WA. + 


A = reso( fo) 一 » def (v), 


vev(B) 
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则 有 


A 2 |V(fo)] + 4— ([Vo] + val foi #in))- (9.4.15) 
考虑 到 (9.4.13-15), 即 可 得 
dif (Vi) 2 |V (fo) — Val = 9. -> 
又 与 C" 的 节点 非 均 衡 性 矛盾 . 4 


89.5 ic 


9.5.1 ”很 多 算法 ， 其 中 和 多数 在 计算 复杂 性 方面 是 线性 
的 ， 可 以 被 设计 用 来 识别 一 个 与 3- HARE 
平面 嵌入 是 否 0- 可 扩张 的 ， 0- uA EXE 0- 可 实现 的 ， 
以 便 进 一 步 在 计算 机 上 实现 ， 除了 [Liu 26] ZARI AFA 
性 的 问题 也 完满 地 得 到 了 解决 ， 然 而 ， 一 般 图 的 0- 可 嵌入 性 
之 判别 就 算法 复杂 性 而 言 绝 非 容 易 [Liu27]. 


9.5.2 ”这 里 所 讨论 的 问题 可 以 引伸 到 高 维 的 情形 . 也 许 
会 有 人 还 想 看 一 看 在 曲面 上 的 情形 .不 过 ,这 时 似 不 再 能 化 为 
”整数 格 上 的 问题 


9.5.3 ATARIRA F [Liu 26) 中 可 以 看 到 一 些 
基础 性 的 讨论 . 但 ， 那 里 只 握 供 了 一 些 部 分 结果 . 本章 将 [Lin 
26) 中 提出 的 任务 得 以 完成 . 

9.5.4 事实 上 ， 网 格 可 扩张 性 的 问题 与 如 下 的 Diophan- 


tine 方程 (或 者 说 不 定 方程 ) 等 价 : 对 于 图 G = (V, E) 的 一 个 平 
HRA u(G). F 为 其 面 的 集合 ， 求 LAE {-1,0, 1}, AE A(uG) 
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使 得 


4, & pw; G) = 4; 
Vv € V, > . tA= 4 2, Bpl(v;G) = 3; 
AE A(2;4G) 
0, 否则 ; (9.5.1) 


vfcF, S| z4= ° 
AEA(FinG) 4 FHI. 


BER Xa, AC AUG), 的 取 法 的 可 能 性 是 G 的 阶 或 度 的 指数 
型 函数 ， 事 实 上 ， 从 89.4-5 中 所 讨论 的 表明 方程 (9.5.1) 是 多 项 
式 地 可 解 的 ， 


第 十 章 
多 面 形 的 同 构 


§10.1 多面 形 的 自 同 构 


4EZ-XZXVEF) 是 一 个 多 面 形 ， 其中， G-(VE) 为 它 
的 基准 图 和 下 WEAR. HF e- (u,v) e Bid 


X(eX) = {ears Cuts 6v, Evi} (10.1.1) 


并 称 之 为 e 的 四 元 胞 腔 . 其 中 ， eus eur 和 evr, evs 分 别 表示 
e B9JÀ uly 发 出 的 右 ， 左 侧 的 半边 . + 


X(Z) = LJ Xle; 5). (10.1.2) 
ecE 


并 称 之 为 了 的 通 集 . NET, XF o eV, i olw) = abe) A 


E 上 在 节点 wv 处 的 旋 . id 
Or(¥) = (Gyr, bers Co n 
(10.1.3) 
a(v)-(: "slyly bots 04). 


MAA X too 外 的 右 ; 左旋 ， 则 我 们 可 以 伴随 x 得 到 一 个 
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XD) 上 的 置换 n(X) 为 
«(3) = [T wat), (10.1.4) 


vev 

并 称 之 为 一 个 L-E R. 这 里 ， 需 特别 指出 的 是 elo) 的 走向 与 
gi v) 的 走向 为 互相 反 的 . 有 时， 我 们 用 €0,r, EO,L 和 Els El? 而 
不 是 eur Cut 和 eur, eol 这 时， 通常 将 边 e= (u,v) € E BUS 
有 向 边 . 用 0 和 1 分 别 表示 它 的 尾 和 和 首 . 

进而 ， 为 方便 ， 我 们 引进 两 种 运算 a 和 8. 它们 实际 上 是 
XI) 上 的 两 类 特殊 的 置换 .这 就 是 对 任何 ze X(E) az( 或 者 
z?) = o(z) 表示 与 z 则 关联 一 个 节点 但 在 z 的 另 一 侧 和 Bz( 或 
者 28)= Bc) 为 关联 的 一 个 节点 与 > 不 同 但 与 > 在 相同 的 侧 ， 
因为 对 任何 ee E, 有 


afeor) = eo O(€o,) = eori 
(10.1.5) 
| B(&o,-) = lr; Bleo,) = € 
和 
ap(eor] = baleo), «B(eo1) = Balea); 
(10.1.6) 
eB(ei-) = Bater,), able) = Baleia). 
换言之 ， 对 任何 eX) 
(10.1.7) 


o(a) = a(a(z)) = Be) =a 
af(x} = 8o(x). : 


引 理 10.1.1. $ X; 2E(W, £1, F3) 和 E = X(Vo Ez, Fh) 
为 二 个 多 面 形 ， T: By + Ej 为 一 个 双 射 . 则 ， TEX M 
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间 的 一 个 同 构 当 且 仅 当 7 SH-PRR, HIGH r XE) 
X(X3) 使 得 如下 形式 : 
AX(34) + XY (2) 
al ls (10.1.8) 


X(54) man (Xe) 
对 于 (0.22) = (aa), (86,8) 和 (rarz) 全 是 可 交换 的 ， 其中， 
Ti = 7(23,), i = 1,2. 


证 由 T 是 3 和 Le 之 间 的 一 个 同 构 ， 对 于 f = (ay, by, cy, 
vee) € F 有 


T(f) = (r(ap) Tbh rcr) (10.1.9) 
而 且 由 $1.5 中 所 讨论 的 ， 对 于 vcV, olv) = (as, b, cv, , 有 
T(e(v)) = (Tav), Tbs), Tlc): ++). (10.1.10) 


我 们 可 以 按 以 下 的 方式 从 双 射 +: E, > Es 导出 双 射 +: (3) 一 
X (22). 

首先 , 取 一 个 节点 O c V. 作为 始点 , 设 0(0) = (ao poco 小 
Wl r(e(O)) = (r(a0),7(b0); rtco)… 小 令 z(ao) E X(E1) H aor A 
a, 中 之 一 . 定义 


(10.1.11) 


z(r(ao)), Æ e(O) 与 7(e(O)) IIS]; 
7T(z(ao)) = 
o(z)(r(ao)), 否则 . 


然后 , 用 如 下 的 规则 将 之 延 拓 到 整个 (PZ1): AMF x e xE), 
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T(z) 已 被 确定 ， 则 定义 
7(az) = ar(z); 
T(z) = Br(z); (10.1.12) 
T(r12) = mr(x). 


由 Gi = (Vi, E) 的 连通 性 , 这 个 导出 的 双 射 + 从 a,8 和 i 的 可 
延性 可 知 在 站 (21) 上 是 适 定 的 , 而 且 , 由 (10.1.12) 可 知 (10.1.8) 
所 示 之 形式 皆 可 交换 的 . 这 就 得 到 了 必要 性 . 

RZ, Hr: X( Di) 一 (22), 我 们 可 导出 r: E. + Bz BK 
这 样 的 规则 : 对 于 ee Ei, r(e) € E; 相应 四 元 胞 腔 


(z(r(e)), aælr(e)}, Bx(r(e)), aga(r(e))). 


由 形式 (10.1.8), 对 于 (11,72) = (0,0) 和 (8,8), 它 是 适 定 的 . 
当然 7: Ei 一 Bz Mr (£) > 4(z2) 一 样 是 一 个 双 射 ， 进 
而 ， 在 每 一 个 节点 v 处 在 YX. 上 的 旋 由 r(2+) 上 的 那个 右 循 环 
所 确定 ， 由 (10.1.8) 中 (01,92) = (01,72) 的 情形 ， 对 于 ee VW， 
glv) = (ay, 5,,c,,-- ), A (10.1.10). 同样 ， 由 81.5 中 所 讨论 的 ， 
对 于 f= (ay, bf, c7,+>+) € Fy A (10.1.9). 从 而 ， T 是 Xi 和 Le 
之 间 的 一 个 同 构 ， 这 就 得 到 了 充分 性 . 4 
引 理 10.12 4$ X- OV EF) 是 一 个 多 面 形 ， 给 定 
z,y € A(Z). BR m fe ry 是 AC) ELMAR. 并 且 它 们 确 
定 了 互 上 的 二 个 自 同 构 . dX nle) = nle) =y, n=. 
证 AAn(s)=n(c)=y, B5 10.1.1 An 


Tifaz) = ay = mlar}; 
(10.1.13) 


71 (8x) = By = nBr) 
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和 和 由 (10.1.5), 


(ax) = Ty = mrz). (10.1.14) 


进而 , 因为 三 的 基准 图 G1 = (V, E) 是 连通 的 , 对 任何 2 € X() 
(t y) 有 一 条 由 与 3 关联 的 边 到 与 z 关联 的 边 的 路 . 由 此 ， 存 
在 一 个 正 整数 k >D, Ti, Si, t a 之 0, i= 1,2,--+,k, 使 得 

z= [| ap“). (10.1.15) 


1Si<k 
由 (10.1.13) 和 (10.1.14) 可 知 : 对 和 任何 ze (£), 
n(i)-2z- (č). 


其 中 ， 
= II ar’ Bars (a). 
1<i<k 


所 以 ， = 72. 即 得 引 理 . 4 


推论 10.1.1 车 7 是 (了) 到 它 自身 的 一 个 双 射 并 且 导 
出 上 的 一 个 自 同 构 使 得 有 一 个 z eE X(5), r(z) = 2, Jl 7 — 1, 
即 全 同 自 同 构 . 

定理 10.11. 4 Aut (X) X $ EX X = E(E,F) 的 自 
同 构 群 ， ant (2) = [Aut(X)], Wet Aut(S) 的 阶 ， 和 eE) = [E]. 
则 ， 有 

aut(3:)|4e(X.). (10.1.16) 


证 H5 HCE) 中 的 元 素 按 等 价 ~Aut 分 类 : Veye 
A(x), 
T ~an y € dre Aut(L),2 = ry. (10.1.17) 
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设 在 这 个 等 价 之 下 ， 有 


#(Z) = V^ X (a). (10.1.18) 
izl 


其 中 ， zi € X(z;). BBH i=j, 然后， 我 们 证 
|X(z,)-aut(E), 1<i<s. (10.1.19) 


事实 上 ， 对 任何 74,72 €. Aut(2), Æ mim = roni MW ry raz = zi. 
(AA a n € Aut(Z), 由 推论 10.1.1 可 知 n = ro. IR 
(10.1.9) 成 立 . 而 且 , 由 (10.1.1-2) 知 [Y (Z)] = 4e(X). 从 (10.1.19) 
即 得 定理 . i 

推论 10.1.2 ”对 于 任何 多 面 形 X, 总 有 aut (E) < 4«(X). 
对 于 平面 上 的 多 面 形 X, 其 等 式 成 立 当 目 仅 当 了 是 Ca, Cx 和 
Plato 多 面体 中 之 一 ， 其 中 ， Cn 为 长 度 为 n I. Ch dn 
Bw ki rg. 

证 ”第 一 个 结论 由 定理 10.1.1 直接 导出 ， 由 与 定理 £11 
相仿 的 讨论 即 可 得 第 二 个 结论 . 其 理由 是 等 式 成 立 当 且 仅 当 D 
是 全 正则 多 面 形 . h 


同样 地 ,如 84.1 中 所 讨论 的 ， 我 们 也 可 容易 地 得 到 在 射影 
平面 ， 环 面 ， 以 及 Klein 瓶 上 自 同 构 群 的 阶 为 4e(2) 的 多 面 形 
x. E 


推论 10.1.3 — xj T 3- 连通 的 可 平面 图 G= (VE), 有 
aut(G) < 4c(G). (10.1.20) 


其 中 ，aut (G) X G Eia EH Aut (G) I DP e(G) ANG 
^ E. 
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证 ”由 定理 4.3.3 可 知 Aut(G) =Aut(pG), 其 中 aG WG 
的 平面 符 入 . 由 推论 10.1.2 即 得 . 


然而 , 对 于 图 G = (V.E), RTW, Rif aut (G) > 4e(2). 
即便 对 可 平面 图 这 一 不 等 式 也 是 允许 的 . 当然 这 时 它 绝 不 会 是 
3- 连通 的 . 


定理 10.1.2 Out ey PHASHRE PAH ii D1, 
NTRP RAKE. Wj, A 


aut(X)|(2iv, 2; |Vi,i > 1, Vj,j > 1). (10.1.21; 


其 中 ， (2iw2je;j V5 21) 为 括号 中 所 有 数 的 最 大 公约 数 . 


证 由 (10.1.8), 在 三 上 的 一 个 自 间 构 7 必需 有 这 样 的 性 

Wi. 对 z € X(X) E— t UUS ii > 1) 的 节点 和 一 个 次 为 j{j > 1) 
的 面 关联 ， r(x) 也 必 与 一 个 次 为 i 的 节点 和 一 个 次 为 j 的 面 
关联 . 我 们 也 可 以 用 规则 (10.1.7) 对 于 A (E) 中 与 次 为 i 的 一 个 
节点 关联 的 元 素 分 类 . 然后 ， 亦 可 见 折 有 这 些 类 均 有 同样 的 基 
数 ， 即 自 同 构 群 Aut (2) 的 阶 aut(Z). 因为 在 E) 中 与 一 个 次 
为 i 的 节点 关联 的 元 素数 为 2iv;. 故 ， aut(X)|2iw. 相仿 地 ， 亦 
可 得 aut(Z)]259;. Hii >1, 9,7 2 1, 的 任意 性 ， 即 得 (10.1.21). 
9 


依据 定理 证 明 中 之 想法 ， 我 们 还 可 进一步 考查 XS) 中 的 
那些 既 与 一 个 次 为 i, iz 1, 的 节点 又 与 一 个 次 为 j,i > 1 的 面 
关联 的 元 素 等 以 改进 (10.1.21). 这 些 只 好 留 给 读者 . 


推论 10.1.4 ”对 任何 一 个 多 面 形 THA 


aut(D) < (2ivi, 259; |i, j > 1). (10.1.22) 
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证 ”定理 10.1.2 的 直接 结果 . i 
推论 101.5 ”对 任 一 3- 连通 可 平面 图 G = (V, E), HH 


aut(G) < (2irs, 2jy,|Vi,7 > 1). (10.1.23) 
证 “与 推论 1013 的 证 明 相 仿 ， h 


$10.2 Euler 和 非 Euler 35 


在 这 一 节 , 我 们 讨论 用 一 个 v 进 制 的 2e 1 位 数 表示 一 个 
多 面 形 , HH, v=) = jV], e= el) = |El, ft E = X(V, E, F) 
ABATE. 

对 于 一 个 给 定 的 多 面 形 ©, 有 各 种 方法 产生 >” 进 制 的 2c 十 1 
位 数 以 表示 它 . 其 要 肯 在 于 对 E 的 基准 图 G = (VE) 上 的 确 
向 树 给 以 定向 ， 这 里 ， 仅 提供 两 种 定向 方式 . 

在 确 向 树 上 , 第 一 类 定向 方法 是 尽量 按照 面 边 界 上 所 确定 
的 循环 次 序 . 8 

一 个 节点 ， 根 据 尚未 访 到 或 已 经 访 过 分 别称 为 处 于 新 的 
或 四 的 状态 ， 分别 用 NAN 表示 . 一 条 边 被 安排 有 三 个 状 
d: 0, 了 和 II 它们 分 别 表示 这 条 尚未 (0 次 ) 访 ， 访 一 次 和 
访 二 次 . 访 二 次 也 称 为 用 完 的 ， 当 然 ， 我 们 总 是 为 简便 而 假 
设 多 面 形 工 的 基准 图 是 简单 的 ， 即 无 环 和 无 重 边 ， 然 而 ， 下面 
的 所 有 结果 均 易 于 引伸 到 更 一 般 的 情形 ， 


FOD- i: 4 E= K(V,E, F) H xX(X)kü8-—^4^* di 
(10.1.4) 所 表示 . HTF veV,ec E, 3, S(v,e) = (S(v), S(e)) 
为 节点 u fou € 所 处 的 状态 . 令 A= {0,1,..…,v 一 1}. 
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始 规则 we EY A va ele) v NE Æ) PAE 
X r(e) KR, ec E,  S(v,e) - (N,O). 


F- HAJ 者 到 节点 v 达 cle) (2) 并 伴随 S(v, e) = 
(N,O), 在 5 处 记录 A 中 尚未 记录 过 的 最 小 数 并 令 Slv, e) = 
(N,I) WRIT e = (vu) Av B r(e) £l u X S(u) FN 
Rt, 3K zfel) = fagzfe) 并 令 S(u,e1) = (N,O) 和 Sle) = T; 
否则 ， 达 apele) JF Sle) = 


F- 规则 2 ERER vu rle) € Y(X) 并 伴随 Stv,e) = 
(N,I) CRE v 处 已 被 记录 过 的 数 并 令 S(e) =I. 旅行 
id e= (v,u) Mu & z(e) Bl u 3k z(e1) = m'ofz(e), 其 中 i 
是 使 得 与 opre) 关联 之 边 尚未 用 完 约 最 小 者 ， 并 令 


O, 当 el 尚未 状态 ; 
S(e1) = 
IL FW. 


终 规则 SHAM PARAD HET A ve RRO, oH 

是 此 过 程 之 始 节点 

定理 10.2.1 ”对 于 节点 和 zf(e) e X(X) 与 v 关联 的 选 
定 ，FOD- 过 程 是 适 定 的 而 且 依 次 所 记录 下 来 的 是 一 个 首位 和 
末 位 均 为 0 的 一 个 2 十 1 位 的 v 进 制 数 . 

E AJ FOD- 过 程 的 执行 是 沿 上 由 面 的 循环 次 序 所 
确定 的 确 向 树 的 定向 ， 由 82.2 中 所 讨论 的 ， 定 理 中 的 第 一 个 结 
沦 得 证 . 进而 ， 由 FOD- 过 程 所 得 到 的 恰 为 的 基准 图 的 每 一 
边 作 为 二 重 边 的 图 上 的 一 个 Euler 回 . 因为 从 一 个 节点 沿 一 边 
到 每 一 个 节点 的 每 一 步 就 在 一 个 节点 处 记录 一 次 而 且 最 后 一 
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次 在 始 节 点 处 , 其 数 为 0. 沿 着 Euler 回 所 记录 下 来 的 数字 实际 
上 形成 一 个 2e+ 1 位 数 ， 又 ， 每 个 数字 至 多 为 v1, 即 它 本 身 
为 一 个 ” 进 制 数 ， 这 就 得 到 了 第 二 个 结论 ， 


用 FOD- 过 程 所 得 到 的 那个 ze+1 位 的 v 进 制 数 记 为 = 
X(E) 521,22: zac 并 称 它 为 的 一 个 F- 码 . 

第 一 ， 由 FOD- 过 程 可 以 看 出 ， 车 将 X 看 作 一 个 序列 ， 
并 依从 左 向 右 的 次 序 把 第 一 次 出 现 的 数字 记 下 来 , 则 所 得 的 即 
自然 数 之 序列 0,1,2,…,v — 1. 具有 这 种 性 质 的 v 进 制 数 被 称 
为 良 次 序 的 . 

第 二 , 因为 在 FOD- 过 程 中 每 一 边 旅行 恰 两 次 , 在 关中 2e 
个 相继 数 对 可 以 划分 为 二 个 部 分 : X M Xa Xil = |X =e. 
在 Xi 和 Xs 之 间 有 一 个 双 射 使 得 相应 的 对 如 不 是 相同 则 必 只 
是 次 序 不 同 . 一 个 具有 这 种 性 质 的 v 进 制 数 被 称 为 良 多 面 形 

第 三 ， 由 FOD- 过 程 中 的 F- 规则 1, fk X 中 的 每 个 相继 
ogi, 其 中 ria 不 是 第 一 次 出 现 的 而 且 相 应 的 相继 对 在 
BY zio = zi(xit2 ox) 之 前 从 不 出 现 (出 现 ), 2 < i < 2c. 
这 就 是 说 在 zi 处 有 一 个 反射 ， 当然 ， zi+1 < zi， 进而 ， 令 
fi = grtz zi 使 得 s = 01 和 所 有 zi, 1 sisi l, BSE 
反射 的 ， 由 天 -规则 1 e= i-t sisii ffs 
BAAR, MS 


Xs fas: + +s Fx) = og)... (10.2.1) 


Ari X BHBIESSUUE T. BTA ffa, fe 中 出 现 的 相 
继 对 组 成 的 ， 并 且 ， 令 


t 
Sra = Tf xa, 8141) (10.2.2) 


i=0 
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其 中 
Xt, si) = aP 2), =, (10.2.3) 

所 有 ch ofl, ,x a 均 非 反 射 的 ，0 < i <1, al? = 
zP, 1 < < d a, = of, 和 (10.2.2) 所 示 运 算 之 进行 按照 
XU s fe) 中 的 次 序 . 容易 检验 , 一 个 多 面 形 的 F- 码 具有 这 样 
的 性 质 : 存在 一 个 正 整 数 p 使 得 A, fo,-…, fo WE XU fos 
fo 二 人 一 -个 2 +1 位 的 v 进 制 数 车 具有 这 样 之 性 质 ， 则 称 为 
良 反 射 的 , 

一 个 26 +1 位 的 v 进 制 数 ， 若 0,1,2,.…,v 一 1 均 至 少 出 现 
一 次 而 且 它 是 良 次 序 的 ， 良 多 面 形 的 ， 和 和 良 反 射 的 ， 则 称 之 为 
良 满足 的 . 当然 ， 由 上 面 所 讨论 的 可 知 ， 一 个 多 面 形 的 任何 F- 
码 是 良 满足 的 ， 

第 四 , 若 在 所 中 的 一 段 zizit1:…2;,1 < i<j<2e, 使 得 所 
有 zi = 证 十 1 …) 诈 均 第 一 次 出 现 ， 则 它 本 身 必 为 自然 序列 
0,1,2,… ,vv 一 1 中 的 一 段 ， 而 且 ， 如 果 x = oj 和 241 =2;-1, 
2 <a € v-t, ilz; aay 之 后 在 XX 中 永 不 出 现 , Bl viGi > t), 
a fa; 一 个 2e 二 1 位 的 v FHM c>v-1, 车 它 具 有 这 种 
性 质 ， 则 称 之 为 良 分 配 的 ， 

引 理 10.2.1 ”任何 一 个 2s 十 1 位 的 v 进 制 数 Z = nime 
Zui, Æ Z ARWAH, N 2Z o5 OR n 8e. 

证 ”因为 0,1,2,…,v 一 1 中 之 每 个 在 2 中 至 少 出 现 一 次 ， 
由 良 次 序 福 ， 任 何 一 段 zuro 使 得 所 有 ,i<1i<j, 为 2 
中 第 一 次 出 现 者 均 组 成 自然 序列 的 一 段 . WA, 从 良 反 射 性 和 
REEERE Z 的 良 分 配 人 性 ， 


一 个 闪 +1 位 的 > xt X = titr otup 如 果 它 是 
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良 次 序 的 面 县 可 以 通过 收缩 所 有 可 能 的 段 


Le-7 Ni Ling, Ti < Tj i = Til, 272 $26 


为 一 位 (= ti-i Tui 这 就 相当 把 X 作为 一 个 单 面 形 去 掉 
所 有 X 中 的 反射 边 ， 而 得 到 一 个 2v +1 位 的 > 进 制 数 形成 -一 
个 确 向 树 的 平面 姐 入 ， 则 称 X 为 完全 地 可 收缩 的 . 


引 理 16.2.2 一 个 2 十 1 位 的 v 进 制 数 是 良 满足 的 ， 当 
且 仅 当 它 是 完全 地 可 收缩 的 . 

证 ”由 良 反 射 性 ,收缩 所 有 的 VioiTiD4Q1,Ti € Li-y = Tiyi, 
2<i<2c, 均 变 为 一 位 数 m = zi_1(= zi_1 同样 地 ) 而 得 到 的 就 
是 一 个 2z 一 1 位 的 ” 进 制 数 .而且 ， 它 是 良 次 序 的 和 良 多 面 形 
的 . 事实 上 ， 从 良 多 面 形 性 可 知 它 本 身 即 一 个 树 在 平面 上 的 垦 
A. 因此 ， 由 良 次 序 狂 ， 它 是 一 个 确 向 树 的 平面 嵌入 ， 必 要 性 
得 证 . 

反之 ， 由 完全 可 收缩 性 ， 容 易 验证 充分 性 . 

定理 10.2.2 ”一 个 2 二 1 位 的 ” 进 制 数 区 是 一 个 每 这 
恰 与 两 个 面 关联 的 多 面 形 的 F- 码 ， 当 且 仅 当 它 是 良 满 足 的 . 

证 ”由 上 面 所 讨论 的 ， 必 要 性 显然 ， 反 之 ， 根据 良 满 足 
性 ， 我 们 有 


X = (fis fas fo) (10.2.4) 
由 (10.2.1-3) 所 确定 并 且 为 一 个 多 面 形 ， 在 它 上 按照 FOD- 过 
程 所 得 的 F- 码 就 是 X. 这 就 得 到 了 充分 性. 4 


进而 ， 由 引 理 10.22, 即 可 得 一 个 2 + 1 位 v 进 制 数 是 某 
个 多 面 形 的 F- 码 的 一 个 表征 ， 据 此 ， 可 以 方便 地 设计 一 个 线 
性 时 间 算 法 以 利用 计算 机 识别 、 
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EH 10.2.3 ”一 个 2c+1 位 > 进 制 数 发 是 某 个 每 边 均 
怡 与 两 个 面 关 联 的 多 面 形 的 一 个 F- 码 ， 当 且 仅 当 它 是 完全 地 


可 收缩 的 . 4 
例如 ， 下 面 的 25 位 8 进 制 数 
fa fa fa Fa fa 
pr, retium] ev 
Ay= 012345(0 0)567(4 4)7(2 2)76(4 1)654 4)3(0 0)3(2 2) 1)0 
bos = pa 


就 是 良 满足 的 并 伴随 (fi, fas fs, Ja) WF: 
fi = (0,1,2,3,4, 5), fa = (0,5, 6,7, 4,3) 
fs = (4,7,2,1,6,5), fa = (2,7, 6,1, 0, 3). 


其 中 以 及 随后 ， (za), z = 0,1,2,---, 表示 一 位 数 x 以 便 识 别 

fisfa fe HEM 1022, X1 是 一 个 多 面 形 的 FB. 事实 

E, WA 10.2.1(a) Bra, ERE EA (3.6) 一 多 面 形 的 一 

^F7É . 

同时 ， 下 面 的 25 位 的 8 进 制 数 

Xz = 012345(0 0)56(2 2)67(3 3)7(0 0)7654(1 1)4(3 3)(2 2) 1)0 
— — — e a sm 


fi pe h= de he dfe 
也 是 良性 满足 的 伴随 (fos fos fa fa) 如 下 给 出 : 

fi = 0,1,2,3,4,5), fa = (0,5,6, 2,3,7), 

fs = (0,7,6,5,4,1), fa = (2,9,7,3,4,1). 


由 定理 10.22, Xo 同样 是 一 个 多 面 形 的 FW. 事实 上 ， 它 也 
是 (3.6) 一 多 面 形 的 一 个 F- 码 ， 不 过 它 是 在 Klein E. WIR 
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10.2.1(b) Bras. 这 里 ,在 上 上面 X; 上 下 方 的 ,i = 1,2,3,4, FZ 
第 头 标示 了 在 fe 中 之 走向 .在 不 可 定向 曲面 上 这 是 必需 的 以 
免 与 可 定向 之 情形 混淆 . 


a 可 

f 

: 1 $: 

m P a 2 
! 6 

b l f f, 5 b f, b 
3 [4 
- Uus dos Fus. d 
E kt. ia 
cM E x rs 
(a) X 1 (by Xz 


10.2.1 


男 一 方面 ， 若 用 定理 10.2.3 只 是 判定 X 和 Xs 是 否 为 一 
个 多 面 形 的 F- 码 ， 由 于 它们 皆 完 全 地 可 收缩 的 ， 即 可 得 知 X 
和 Xs 均 为 某 多 面 形 的 F- $3. 

ZEE x-xX(V.E,F)RS— 83, WAT EBJAEED 
G = (V, E) 使 每 边 变 2- 重 边 通过 求 一 个 Euer 回 所 确定 ， 则 
称 之 为 Euler 的 ; 否则 ， 非 Buier 的 . 当然 ， 凡 多面 形 的 F- 135 
Euler 的 ， 我 们 也 可 引进 一 个 多 面 形 的 非 Euler 44. 

也 许 人 们 会 想到 FOD- 过 程 的 对 偶 形 式 ， 依 多 面 形 对 偶 的 
WA, MARSA VOD, 用 它 求 出 多 面 形 的 另外 的 码 ， 
或 称 它 为 VY- 码 . 不 过 ， 我 们 还 是 建立 一 个 所 谓 St 过 程 以 求 一 
个 多 面 形 的 一 个 称 之 为 St- 码 ， 当 然 ， 它 不 再 是 Euler 13, > 
EIX(E,F)/S—TÉWUE. G 为 它 的 基准 图 . FHE 
ms. 对 于 veV, 设 


Go = ((v, 11), Qv, U2), , (Ve)) (10.2.5) 
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AE v 处 的 旋 . WW. id 
a(u) = (u1, 2, Nee y Un) (10.2.6) 


”为 一 个 循环 ， 或 者 说 wm(v) = wind, i= 1,2,--- A 和 urpi = U1. 
当然 ， N(v) = {uuz ua}, Bl v 的 邻 域 . 若 用 数字 i 表 
m. Bu 

z(v) = fi. ' (102.7) 


i € A= i0,1,2,...,v— 1). 


st- iR Mý- SPA A 中 的 数 标 记 节 
点 并 确定 一 个 次 序 . m edite, 若 访 过 二 次 巾 记 为 Ste) - N. 
和 一 个 节点 v, 车 所 有 与 vo 关 联 的 边 均 访 过 则 记 Sv) 9 Ñ. 


始 规 则 。 选 一 节点 v, a(t) = (uuz ua): SD 为 标 
0 du E, BE n(v) = 0. 到 

To = (1,2,--°,%); 

f(z) =0, 1 =1,2,-+-,k, k = p(v); 

n(u)zi 221, 2418 

S(0) = Ñ; 

oe at ie We eee 


记录 Org = 0(123 ---k). 


进行 规则 。 3x S(t) = Ñ, i = 0,1,2,---,0-1 8 a) = 
(tr, U2, a) 则 ， X 
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mi = (fpinis ih S)-N 
其 中 ， MF j-142,;,5—1, 


= n(uj-i), 
fiz) =1, 当 uaa CARER; 
S((,65)) = N 


= m = min{il¥ € A}, 
n(i;) =m, 和 否则. 
A—A-m 


记录 mp 得 OTT s moy m. 


终 规则 Sv-l te RRR. WE, AML p 
有 节点 都 处 状态 N, 则 过 程 终止. 


自然 ， 可 以 看 出 ， 过 程 结束 所 记录 下 来 的 ， 或 者 说 所 得 的 
St- 码 也 是 一 个 2 + 1 位 的 > 进 制 数 ， 事 实 上 ， 即 


OnoT172 ttu 1. (10.2.8) 
用 与 对 于 F- 码 相 仿 的 思路 ， 我 们 也 可 以 求 得 一 个 2 十 1 位 v 
进 制 数 为 一 个 多 面 形 的 St- 码 的 表征 . 篇 幅 所 限 ， 只 能 留 给 读 


者 细 究 。 也 许 有 人 想 看 一 看 图 10.2.1 的 (a) 与 (b) 中 所 提供 的 
多 面 形 的 St- 码 是 怎样 的 .前 者 的 St- 码 为 


0(123)(045)(064)(065)(172)(173)(237)(456). 
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由 此 ， 可 以 求 得 多 面 形 的 面 如 下 : 

fi = (1,0,2,6,3,5), f, = (2,0,3,6,7,4), 

fs = (3,0,1,4,7,5), fs = (4,1,5, 7,6, 2), 


如 图 10.2.2(a) 所 示 . 
后 者 的 St- 码 为 


0 (123) (045) (046) (076) (127) (1672/35) (3/51). 
—— 


— 


其 中 ， 若 在 第 ;+ 1 MESA ED PRK oy, 则 在 面 边界 中 
有 ciy 为 一 段 ，i = 0,1,…,v -1 由 此 ， 可 得 它 的 面 应 为 
= (1,0,2,4,7,5), fz (3,0,1,4,2,6), 
fs = (3,7,4,1,5,6), fa = (6,2,0,3,7,5), 


如 图 10.2.2(b) 所 示 . 不 管 怎样 ， 在 不 可 定向 的 情形 ， 如 上 所 示 
在 某 些 节 点 处 与 旋 反 序 的 情况 如 箭头 所 示 必 发 生 . 


图 10.2.2 
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$10.3 ”多 面 形 的 同 构 


FA 810.2 中 对 于 多 面 形 的 码 所 讨论 的 ， 自 然 ， 使 我 们 想到 
用 同一 类 型 的 Euler 码 确 定 两 个 多 面 形 是 否 同 构 . 然而 ， 一 个 
多 面 形 的 两 个 相等 的 码 即 使 对 于 平面 的 情形 一 般 而 言 也 不 能 
确定 它 的 一 个 自 辐 构 . fium, FER 10.3.1 中 所 示 的 就 是 这 种 情 
É. 这 就 建议 我 们 寻求 这 样 的 条 件 至 少 对 于 平面 的 多 面 形 有 这 
样 的 性 质 : 用 同一 -过程 , 如 810.2 中 的 FOD- 过 程 或 St- 过 程 ， 
所 得 到 的 二 个 相等 的 码 确 定 它 的 一 个 自 间 构 ， 


(a) (b) 
图 10.3.1 


一 个 多 面 形 ， 对 于 它 的 一 类 码 ， 若 任何 二 个 相等 的 码 均 导 
致 它 的 一 个 自 向 构 使 得 始 半 边 相 对 应 , 则 称 这 个 多 面体 对 这 类 
BE 同步 的 . 若 一 个 多 面 形 对 于 F- 码 是 同步 的 ， 就 简称 为 F- 
同步 的 . 对 于 一 个 多 边 形 ， 车 在 一 个 面 的 边界 上 没有 一 个 节点 
与 此 边界 上 的 至 少 三 条 边关 联 ， 则 称 这 个 面 为 简单 的 . 

引 理 10.3.1 ”一 个 基准 图 G(X) dpp S S EX X E F- 
国 步 的 ， 当 且 公 当 其 所 有 看 的 为 箭 单 的 . 


证 ” 光 为 假若 在 上 有 一 个 面 不 是 简单 的 ， 则 由 存在 一 
个 轿 为 此 面 边界 所 导出 的 图 之 真子 图 根据 图 10.3.1 中 所 示 的 
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相仿 的 理由 ， 可 知 开 绝 不 会 二 上 CEA. 这 就 导致 必要 性 成 


— 


M. 

反之 ,根据 了 的 每 -个 面 的 简单 性 ， 由 一 个 了 - 码 用 $10.2 
中 的 方法 歼 定 的 面 集 与 另 一 个 玛 所 确定 的 面 集 是 相同 的 . 则 由 
FOD- 过 程 对 于 始 节点 和 一 条 与 始 节点 关联 的 始 边 的 一 侧 ， 或 
者 说 始 半边 的 唯一 竹 ， 即 可 导出 并 :同步 性 ， 这 就 得 到 了 充分 


mex BSB OMAP BE. Wh 4 z(X) HX 

的 走向 所 经 过 每 一 个 四 元 脆 腔 中 同 向 半边 的 序列 ， 和 z(X) 为 
z(X) 的 46, B] i 

HILA, (10.3.1) 


FEB, 880 (10.2.5) 所 定义 . 我 们 称 z(X) (X) A IUS. X I) 
iW KRt. 在 图 10.3.2(a) P, F- 


X; — 01230313210 
的 迹 (Xi) TIERE s00G) 如 下 : 
z(X) = (21,24, 25, 22, 672, 3, 08ry, ars, aDz4, A821) 
Z(X1) = (Bri, Bry, Brs, Baz, 022, Üv3, t3, t5, a4, O1). 
在 图 10.3.2(b) 中 ， F- gu 
Xa = 01230313210 = X; 
的 迹 z(X,) SIP (0G) 如 下 : 
| (Xo) = (8x4, Bu, Bre, Üzs, Gz5, 23, xa, cz2, OL1, Ag) 


(Xo) = (za, 11,222,235, aprts, Q3, T3; afrz, ez, az). 
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PM 2 U x 
x, T : . x, A 
; re ud is I . 9 
"B Za 2^7 - 
zn % 
a 5 
LA " x, 3 
(a) (b) 


10.3.2 


2|: 10.3.03 对 于 一 个 Ff- 同步 的 多 面 形 ， 若 它 的 一 个 
F- 码 在 它 的 所 有 4e RP 码 中 出 现 上 次 ， 则 它 的 任何 一 个 FF- 
码 均 出 现 k 次 . 

证 bx, ALEE EA F- EA AX 在 所 有 4e 个 
F- 码 中 出 现 丰 次， 令 相 应 的 大 次 出 现 的 迹 为 


zi(X3) = (81, 32, Se) (10.3.2) 
i-1,2, ,k. EMMA 
H(X) = (81,85, He) = (B84, B9, 882), (10.3.3) 
i-1,2,-.,k 进而 ， 令 n:X(x)o E) 使 得 
(sj) = 5$ (7(87) = 8j), (10.3.4) 


4=1,2,---,4 Wj =1,2,---, 22. 当然 ， Ti 就 是 全 同 双 射 ， 或 者 
说 Aut(Z) 中 的 么 元 ， 
断言 1 PR i125 .k FO regm 
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证 ”由 -同步 性 和 用 FOD- 过 程 产生 F- 码 对 于 给 定 始 
节点 和 始 半 边 的 唯一 性 ， 有 


n(az) = ar. (2); 
Tri(Bx) = Gri(z); (10.3.5) 


ning) = «r(a). 


Hu, zeX(X)W8i-1,2,d-,k 由 引 理 10.11 即 得 断言 之 结 
论 . 4 


断言 2 = {7,|i=1,2,---,k} -Aut(X), POR 
s. 
证 ”首先 ， 我 们 证 明 对 任何 i,j, 1 < i,j < 存在 41,1 < 
t < k, 使 得 
Te = Tji- {10.3.6) 


事实 上 ， 由 于 alj = si 和 假设 (51) = s 有 
TjTi(s!) -— s. (10.3.7) 


然而 ， 由 断言 1, mm 必 也 为 卫 上 的 一 个 自 同 梅 . 由 F- 码 对 于 
始 半 边 的 唯一 性 ， 则 存在 1 使 得 s = si,1<t<k. 从 而 ， 即 
得 (10.3.6). 

然后 ， 我 们 证 明 对 任 一 个 史上 自 同 构 7, 存在 一 个 t, 1 < 
t< k, 使 得 7 = n. 假设 7(sl) = s. 由 于 从 si 出 发 的 F- 码 记 为 
Xi 和 7 是 号 上 的 一 个 自 同 构 . 故 ， 从 s 出 发 的 F- 码 亦 为 XV. 
这 就 是 说 存在 一 个 tistsk ER s= sf Am, r=. h 


由 上 述 二 个 断言 . 引 理 即 被 导出 ， h 
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这 个 引 理 使 我 们 能 够 通过 利用 F- 码 ， 判 断 两 个 F- 同步 
的 多 面 形 是 否 同 构 . 同时 ， 其 证 明 过 程 也 使 我 们 能 够 求 出 一 个 
F- 同步 的 多 面 形 , 进而 更 一 般 的 多 面 形 的 自 同 构 群 . 甚至 , 由 
引 理 10.3.2, 还 使 我 们 在 研究 X 上 的 自 同 构 时 只 考虑 其 F- 码 
ZBRUSH. 例如， 在 图 10.3.2 中 ， 那 个 多 面 形 的 
每 个 F- 码 在 它 的 所 有 4e 个 F- 码 中 均 出 现 四 次 ， 共 有 5 个 互 
不 相同 的 F- 码 ， 其 中 每 个 均 可 用 一 个 由 四 个 半边 作为 始 半边 
的 集合 表示 . DU. A 


[z1, Bra, t5, Bagh, (821, 74, B5, 22), 
(21,0754. Ara, Pr}, {ax,,a8x4,a%5, 0822}, 


fofi, azd 25, a3). 


因此 ， 这 个 多 面 形 的 自 同 构 群 是 4 阶 的 . 


引 理 10.3.3 BE 同步 多 面 形 D 种 xs 是 同 构 的 ， 
SARS Zl 有 一 个 F-43455 XQ 的 一 个 F- 码 相等 . 


证 ”由 于 F- 同 步 性 充分 性 显然 .这 里 只 证 必要 性 . 

E xi 与 Ej 是 同 构 的 , 可 设 7 是 它们 之 间 的 一 个 同 构 . 

| €z€X(Z)fllg y e XL) 为 在 7 之 下 相应 的 二 个 半边 ， 则 ， 
根据 F- 码 对 于 始 半边 的 唯一 性 ， 即 得 在 区 上 的 以 e 为 始 半 
Vay F- 8355 Y; 中 的 以 y 为 始 半 边 的 F- 码 相 等 . 这 就 是 必要 
性 . q 


从 引 理 10.3.2, 我 们 可 以 看 出 两 个 F- 同步 的 多 面 形 是 同 构 
的 当 且 公 当 Y. 和 X» 中 的 所 有 F- 码 的 集合 是 相同 的 ， 换 句 话 
说 ， 若 称 由 一 个 多 面 形 的 所 有 F- 码 依 o 进 制 数值 的 非 降 次 序 
排出 的 序列 为 它 的 FA, 则 由 上 面 的 一 些 引 理 即 知 ， 两 个 F- 
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同步 的 多 面 形 是 同 构 的 当 且 仅 当 它们 的 F- 表 是 相同 的 . 

“下 面 , 我 们 通过 引进 一 些 标 记 到 一 个 多 面 形 的 下 - 码 的 一 些 
段 上 以 区 别 它 的 不 同 的 面 . 将 这 种 带 标记 的 F- 码 称 为 Fr- 码 . 
然后 证 明 ， 对 于 Fr- 码 任何 多 面 形 均 是 同步 的 ， 并 称 为 Fr- 同 
9 8. 

若 一 个 多 面 形 的 F- 码 按 如 下 的 方式 于 以 处 理 : 将 其 上 的 
代表 同一 面 边 界 的 段 标 以 相同 的 记号 和 在 不 同 面 边界 上 的 段 
标的 记号 不 同 ， 带 这 种 标记 药 F- 码 被 称 为 Fr- 码 . 在 图 10.3.1 
的 (a) 和 (b) 中 提供 的 F- 码 是 相同 的 ， 即 


X-0120216030. 


但 ， 它 们 分 别 有 Pr $3 XH Xo IU: 
fa 
一 — 
X1 一 012(0 0)21(00)30; 
— M" 
fi fi 
fe 
X2 = 012(00)22(00)30. 
f 


如 果 两 个 F- 码 不 仅 作 为 ” 进 制 数 相等 而 且 带 有 的 标记 也 可 
以 采用 相同 的 ， 则 称 它们 是 全 同 的 . 

引 理 10.3.4 Pras mye Fr- 同步 的 . 

证 ”因为 对 于 一 个 多 面 形 的 位 - 码 , 带 有 相间 标记 的 段 形 
成 一 个 面 的 边界 ， 这 个 多 面 形 的 画集 是 由 Fv- 码 唯 一 决定 的 . 
故 , 不 同 的 Fr- 码 不 可 能 从 它们 的 始 半 边 的 对 应 导出 其 多 面 形 
的 一 个 自 同 构 .这 就 得 到 了 引 理 ， 


这 个 引 理 使 我 们 能 够 将 引 理 10.3.2-3 基于 Fr- 码 而 推广 到 
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一 般 多 面 形 而 不 再 加 同步 性 之 限制 . 

引 理 10.3.5 “车 一 个 多 面 形 的 某 E-A KAk, ME 
的 每 个 Fr- 码 均 在 所 有 4e 个 Fr- Ep ALI X | 

证 ”由 引 理 10.3.4 R15 [8 10.3.2 即 可 得 . 

对 于 多 面 形 E, hj — T Fr- BX, dE Xi Xo. 为 4 
个 E- 码 中 所 有 与 Xi SB. 令 为 由 XIX: 使 得 二 者 
始 半 边 对 应 所 确定 的 E ERTER. 当然 ， 是 全 同 的 . 
E, k 被 称 为 这 个 多 面 形 2 的 HRT. 


引 理 10.3.6 ”一 个 多 面 形 忆 的 自 同 构 群 为 
Aut (Z) = (rli = 1,2,---,). (10.3.8) 


RP, kALNMRRT. 


证 ”由 与 引 理 10.3.2 证 明 中 斯 示 的 相仿 的 理由 即 可 得 ， 


根据 引 理 10.3.6, 我 们 还 即 可 得 


引 理 10.3.7 ”二 个 多 面 形 Di 和 za 是 同 构 的 ， 当 且 仅 当 
在 Bi EH —^E&B- 码 与 Da HEN 码 是 全 同 的 . 


证 ”与 引 理 10.3.3 的 证 明 相仿 . h 


车 在 XE) 上 定义 一 个 线性 序 ， 例 如 在 每 一 个 节点 处 选 定 
一 个 半边 2 作为 第 一 个 ， 首 先 从 = 开始 沿 左旋 然后 从 ax 开始 
WARE. 当然 ,车 二 半边 与 不 同 的 节点 关联 ， 则 它们 闻 之 次 序 
与 代表 节点 的 数 的 自然 序 一 致 . 这 样 ， 根据 Fr- 码 作为 一 个 v- 
进 制 数 的 非 降 次 序 ， 如 果 相 等 则 依 它 们 的 始 半 边 之 次 序 ， 可 以 
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将 所 有 F- 码 排 个 线性 序 ， 称 之 为 这 个 多 面 形 的 Fr. 


定理 10.33 AA EÉ UL 和 zy 是 同 构 的 . SARS 
它们 有 相同 的 Fr- X. 
证 ” 引 理 103.67 的 直接 结果 . h 


可 以 构造 很 多 类 型 的 码 以 表示 多 面 形 . 人 们 也 许 想 看 一 看 
如 何 从 多 面 形 的 其 它 类 型 的 码 出 发 沿 着 由 F- 码 到 F- 码 的 思 
路 得 到 与 定理 10.3.1 相仿 的 定理 ， 这 些 都 只 能 留 给 读者 . 


§10.4 ic 


10.4.1 ”可 平面 图 的 码 是 于 60 年 代 由 Weinberg 引进 的 
[We3],[We5]. 据 此 ， 他 得 到 了 3- 连通 可 平面 图 的 自 同 构 群 的 最 
Aw [Wel]. 同时 ， 也 给 出 了 判定 两 个 3- 连通 可 平面 图 是 否 同 
构 的 一 个 有 效 算法 [We4],[We6]. 然而 ， 基 于 本 章 中 的 讨论 ， 可 
以 使 我 们 得 到 一 般 的 可 平面 图 不 一 定 是 :3- 连通 的 有 关 结 果 ， 


10.4.2 ”我 们 也 可 以 通过 将 非 可 平面 图 嵌入 到 曲面 上 的 
办 法 判定 更 一 般 的 ， 不 一 定 是 可 平面 的 图 之 间 是 否 同 构 .、 然 
而 , 其 有 效 性 当然 与 一 个 图 在 一 个 曲面 上 的 不 同 伐 入 数 密切 相 
X. 


10.4.3 在 70 年 代 ， Hopcroft 和 Tarjan 对 3- 连通 可 平 
面 图 判定 同 构 与 否 也 曾 提供 过 算法 ， 不过， 他 们 的 算法 主要 依 
赖 于 数据 的 结构 [HoT2-3j. 


10.4.4 Hopcroft 和 Wong 曾 建议 一 系列 的 运算 以 简化 
判定 3- 连通 可 平面 图 是 否 同 构 的 手续 以 便 求 得 更 为 有 效 的 算 
法 HWH. 这 里 ， 我 们 有 理由 建议 利用 定理 10.1.2 以 及 用 相仿 
的 方式 进一步 得 到 的 也 许 为 此 目的 更 为 有 效 ， 
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10.4.5 ”在 可 平面 的 情形 ， 允 许 我 们 利用 平面 性 辅助 图 
和 模 2 或 布尔 方程 的 解 以 检验 它们 之 间 是 否 同 构 [Liu1], [Liu23- 
24], [Wu2]. 


10.4.6 ” 码 还 曾 用 于 平面 地 图 的 计数 [Corl], [CrM1). 


第 十 一 章 
图 的 分 解 


nili MERMA 


虽然 将 一 个 图 分 解 为 块 ， 或 者 说 不 可 分 离 片 ， 或 者 说 双 连 
通 片 (2- 连通 片 ) 当 图 限制 为 简单 的 , 正如 我 们 这 里 所 约定 的 ， 
有 多 种 途径 . 我 们 却 以 一 种 新 的 方式 ， 通 过 利用 在 第 五 章 和 第 
七 章 中 所 引进 的 平面 性 辅助 图 给 出 了 双 连 通 片 的 表征 . 

令 G= (VE) 是 一 个 图 ，Tod 为 G 上 的 一 个 确 向 树 如 $2.2 
所 述 ， 为 方便 ， 我 们 这 里 利用 $5.4 中 所 定义 的 平面 性 1- 辅助 
Ed. 当然， 为 降低 计算 复杂 性 ， 在 85.3 中 引进 的 平面 性 0- 辅 
助 图 和 在 87.3 中 所 引进 的 平面 性 2- 辅助 图 也 可 以 相仿 地 用 来 
Ja aX EI Rr. 

4 H = Auzi(G;Tod) 为 G 的 对 于 确 向 树 Tod 的 一 个 平面 
性 -辅助 图 ; 对 于 和 任何 一 个 上 树 边 a, BEMA HR. + 
h(a) fti to) 分 别 为 a 的 首 和 尾 、 因 为 在 V 上 由 确 向 树 Tod SÍ 
入 一 个 偏 序 集 , 且 一 个 上 树 边 的 首 与 尾 在 这 个 偏 序 之 下 总 是 可 
比较 的 ， 我 们 可 以 定义 上 树 边 总 是 由 大 到 小 的 方向 . 同时 ， 树 
Tod 上 的 边 总 是 由 小 到 大 . 而 且 ， 我 们 还 可 在 上 树 边 集 上 或 者 
HE H 的 节点 集 上 引进 两 类 偏 序 .， 一 个 是 根据 首 ， 另 一 个 是 
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REE EV 上 的 偏 序 之 下 确定 前 者 不 共 首 ， 后 者 不 共 尾 的 
上 树 边 之 序 . 对 前 者 情形 下 共 首 的 上 树 边 , 或 后 者 情形 下 共 尾 
的 上 树 的 序 则 要 根据 在 G 的 每 一 节点 事先 规定 的 与 之 关联 边 
的 线性 序 所 决定 . 为 方便 , 我 们 只 用 < 表示 所 有 的 这 些 偏 序 以 
自然 的 方式 而 不 加 特别 说 明 . 
对 每 一 个 节点 o € V(H), $ Ala) 和 ta) 作为 相应 上 树 边 
HESE H W 
A(S) = {h(a)lva € S}; 
(11.Ł.1) 
B(S) = (b(a)lva € S). 


其 中 ，5 CV(H). 车 5 是 日 的 一 个 子 图 Hi 的 节点 集 ， 也 可 
以 用 AG) 和 BUD) 分 别 代替 ACS) 和 B(S). 


引 理 ini 令 a 和 有 为 对 于 确 向 树 Tod HE 中 二 条 
上 树 边 . 车 wa 和 有 在 G 的 不 同 的 双 连 通 片 中 ， 则 它们 在 豆 的 
不 同和 的 连通 片 中 ， 

证 用 反 证 法 . oA pE HEKA EAH P, mR 
时 a 和 8 分 别 在 G 的 两 个 不 癌 的 双 连 通 片 G1 和 Ga F. 

因为 a 和 8 在 的 同一 连通 片 中 , 在 了 中 有 一 条 连 a 和 
6 的 路 Plo,f). 由 85.4 中 所 述 的 五 的 结构 可 知 在 G 中 存在 一 
个 圈 的 序列 C1,C2,… Cy 使 得 a EC, M Be C k > 2, 并且 
CiN Cui #0,i=1,2,---,k-1 这 就 是 说 ，a 和 6 必 在 G 的 
同一 个 双 连 通 片 上 ， 与 假设 的 条 件 矛 盾 . 


这 个 引 理 告诉 我 们 ， 为 确定 图 G 的 双 连 通 片 只 需 讨论 H 
的 连通 片 ， 当 然 ， 绝 非 图 G 的 每 个 双 连 通 片 均 恰 对 应 H 的 一 
个 连通 片 . 在 图 11.1.1 F, (a) 所 示 的 图 G 本 身 就 是 一 个 双 连 
TA. R (b) 所 示 的 为 G 的 平面 性 0- 辅助 图 HO 却 有 3 个 连 
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通 片 .在 (a) 中 粗 线 表 示 确 向 机 Tod. 


5. 入 
b Ww 
Em ‘ S 5 
a. 5 
SO uM. 
3x s ; à 
(a) G (b) (G) 
图 11.1.1 


引 理 11.1.2. 对 于 任何 二 条 上 树 边 a 和 和 8, 它们 相应 的 
基本 图 Cs 和 Cs 在 G 的 同一 个 双 连 通 片 上 ， 当 且 仅 当 对 磷 向 
树 Tod, 

max{h(ao), h(5)] < int(t(a), t(8)). (11.12) 


其 中 ， 对 于 ?了 = a 和 B, hy) = min(h(vi)| Vm € Tod, h(n) < 
Riy), ty) 3 t0) 
证 “” 先 证 必要 性 . 设 Ce 和 CO TE G 的 同一 个 双 连 通 片 
E, 如 果 和 和 不 满足 (11.1.2), 则 有 两 种 可 能 的 情形 要 讨论 : 
情形 1 h(ao) 和 hlo) 是 不 可 比较 的 ， 因 为 这 时 Caun 
Ca, —0, a 和 8 不 可 能 在 G 的 同一 个 连通 片上 . 与 前 提 条 件 矛 
[3 


情形 2 否则， 因为 rao) 和 人 po) 分 别 为 圈 Ca 和 Ca, 
上 的 最 小 节点 ， 只 可 能 v = min(h(ao) h(59)) = inf(t(a), t(8). 
TEER DEFA v 是 G 的 一 个 割 点 使 得 和 8 落 在 G 的 
ANAS DEE AE. 又 与 前 所 条件 矛 盾 . 
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再 证 充分 性 . 假设 a 和 8 为 满足 (11.1.2) 的 二 条 上 树 边 . 
因为 Cas n Ca, 为 Tod 上 的 一 条 非 平 几 的 路 ，a 和 5 与 ao 和 
Bo 一 样 在 G 的 司 -- 个 双 连 通 片上 . à 


为 了 用 一 个 图 G 的 平面 性 辅助 图 H mE G 的 双 连 通 片 ， 
根据 引 理 11.1.2 我 们 可 以 将 H 的 连通 片 分 类 , 若 互 的 二 个 连 
通 片 Hi 和 Hs 具有 这 样 的 性 质 : 在 到 中 有 一 个 节点 a 和 在 Hz 
中 有 一 个 节点 8 使 得 在 G 中 的 相应 上 树 边 a 和 8 满足 (11.1.2), 
则 称 Hi 5j He 是 同 桩 环 的 .我 们 通过 检查 $1.2 中 的 G1,02 和 - 
O3 可 以 看 出 两 个 连通 片 之 闻 的 癌 循 环 性 是 一 个 等 价 关 系 ， 并 
用 和 ~; 表示 . 五 的 每 一 个 同 循环 类 被 称 为 同 循环 片 . 对 于 五 
的 一 个 同 循环 片 4, 令 


Ga = |] Ca. 


«cA 


其 中 ，4 也 视 为 同 循环 片 4 上 的 节点 集 ，a 既 为 4 中 之 节点 
又 是 G 中 的 上 树 边 . 称 Ga 为 原 图 上 的 同 循环 片 4 FIR 
RR. 


定理 11.1.1 对 于 图 G, 其 上 的 所 有 同 循环 象 不 随 确 向 
树 Tod 的 选择 而 改变 而 且 它 们 均 为 G 的 非 平 凡 的 双 连 通 片 ， 


证 ”由 于 平 几 的 双 连 通 片 ， 即 仅 由 一 条 边 组 成 的 ， 为 割 
边 ， 它 含 在 任何 的 支撑 树 ， 特 别 地 ， 确 向 树 上 . o 在 五 中 不 
会 有 连通 片 对 应 G 中 的 平凡 双 连 通 片 . 

先 证 第 一 个 结论 . ARERR. 假设 Ga(Tod;) 和 Ge(Toaa) 
分 别 为 对 于 Tod, 和 Tod, 的 同 循环 片 4 和 B 的 同 循环 象 而 且 
满足 : 
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G A(Todi) f1 G g (Toda) 天 8; 
l (11.1.3) 


Ga(Tod,) # G g(Tod;). 


若 有 一 边 e XE Ga(Todi) 中 但 不 在 Ga(Tods) P, 则 存在 一 个 辣 
循环 片 Bi z B fite TE Gp, (Toda) P. 因为 e 本 身 不 会 是 G 的 
一 个 双 连 通 片 ，e 必 落 在 某 个 圈 上 . 由 引 理 11.1.2 所 蕴含 的 对 
于 Tod; 的 同 循环 片 的 叭 一 性 , 必 有 B = B. 与 Bi #4 BIE. 
从 而 ， 只 能 不 会 有 边 在 Ga(Tod;) 中 而 不 在 Ga(Tod2) 中 .相仿 
地 ， 也 可 以 看 出 同样 不 会 有 边 在 Gp (Toda) 中 而 不 在 GA(Todi) 
cl 然 ， 这 又 与 条 件 (11.1.3) FA. 

由 第 一 个 结论 和 引 理 11.1.2 即 可 得 第 二 个 结论 . h 


一 个 割 点 ， 如果 它 只 与 平凡 的 双 连 通 片 关联 ， 也 被 称 为 平 
凡 的 . 容易 看 出 , 一 个 割 点 是 平凡 的 ， 当 县 仅 当 对 于 确 向 树 Tod 
没有 同 循环 象 与 之 关联 ， 


引 理 11.1.3 ”对 于 一 个 非 平凡 的 割 点 ， 总 有 一 个 同 循环 
象 使 得 它 的 最 小 节点 就 是 这 个 割 点 ， 

证 ”用 反 证 法 设 v 是 一 个 非 平凡 的 割 点 但 不 是 任何 一 
个 同 循环 象 的 最 小 节点 , 令 v 为 对 于 某 确 向 树 Tod 的 同 循环 象 
Ga 和 Gs 的 公共 节点 . 由 非 最 小 性 ， 在 G4 中 存在 一 个 (A) 
被 "覆盖 和 在 Ge 中 存在 一 个 v(B) Ev 所 覆盖 . 然而 , 在 Tod 
LA v 处 至 多 有 一 条 边 指向 v. 就 是 说 ， Ga 和 Ga 在 问 一 个 ; 
同 循环 片上 . Sv 为 割 点 矛盾 . 


定理 11.1.2 对 给 定 图 G 上 的 一 个 确 向 树 Tod, 一 个 非 
Tod 的 根 的 节点 是 非 平凡 割 点 当 且 仅 当 存在 一 个 同 循环 象 以 它 
为 最 小 节点 和 根 节 点 是 非 平 凡 割 点 当 且 仅 当 它 在 Tod 上 的 次 
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KFL 

证 ”由 引 理 11.13, 只 需 证 明 第 一 个 结论 的 充分 性 . 设 ， 
为 某 同 循环 片 G4 上 的 最 小 节点 且 非 Tod 的 根 . 因为 » 不 是 
根 ， 在 Tod 上 有 一 个 节点 被 4 覆盖. 又 ， 因 为 最 小 性 ，z 不 
可 能 在 G4 E. 故 ，v 必 为 G 的 一 个 割 点 . 由 于 Ga 为 非 平凡 
DEEH AE v 为 非 平凡 的 制 点 . 

第 二 个 结论 可 由 $2.2 中 所 描述 的 求 一 个 确 向 树 的 过 程 直 
接 导 出 . t 


4311.2 Sie 


4 G - (V, E) J&— t Fl. 对 于 VV, 用 它 的 子 集 VW,i= 1,2, 

h, 的 并 表示 ， 如 
valu. (11.2.1) 

t=1 
记 G: = GV] 为 G 上 由 导出 的 子 图 ，i = 1 È 
Vin (Ures<ageiVj) = Ai, i = 1,2,…,k. BFE G 上 将 A, i = 
1,2,…,k, 中 所 有 不 相 邻 的 二 节点 都 连 一 条 边 ， 记 所 得 的 图 为 
Gi, 并 称 之 为 G; 的 da 4 AP HR. BRIAR (11.2.1) 满足 : Ri FG, 

i,j =1,2,---,k, 

[Vi n V;| < 2; (11.2.2) 


RF i = 1,2,---,k, 
[ViN (Uieiee js Vj)] = 2; (11.2.3) 


和 所 有 Gi 的 相 邻 扩张 Gi i = 1,2,.…,k, 全 是 3- 连通 的 ， 则 称 
G 的 如 下 表示 
G=|]JG: (11.2.4) 
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为 G 的 一 个 大 连通 分 解 . 

对 于 一 个 2- 连通 图 G, 容易 看 出 如 (11.2.4) SHH See 
分 解 一 般 不 是 唯一 的 . 不 过 , 我 们 可 以 证 明 Gi i = 1,2,---,k, 的 
相 邻 扩张 的 集合 (Gili = 1,2,…,k} 是 唯一 的 . 或 者 说 ，{Vili = 
1,2,---,k}, EP, V —V(G;), i— 1,2,--.,k, W (11.2.1-3) 中 所 
示 是 适 定 的 . 这 里 ，Gi,i = 1,2,…,%, 被 称 为 G 的 £ ik 8 s 
3-:b d 5). 当然 ， 这 个 说 法 与 .3 中 所 说 的 基本 臂 块 是 等 价 
的 ， 每 个 3- 连通 片 的 节点 集 被 称 为 G 的 一 个 原子 . 


引 理 11.2.1 若 一 个 2- 加 通 图 G 有 形式 : 
G = G U G2, Gi NG: = (u,v), (11.2.5) 


则 对 于 任何 确 向 树 ， 在 平面 性 1- 辅助 图 4uci(G) b. RA 
个 与 G1 关联 的 节点 和 一 个 与 Ga Xd s dg. 


证 ”因为 (wv) 是 一 个 臂 对， 对 任何 一 个 确 向 树 Tod, 在 
Tod 上 总 有 一 条 有 向 路 连 和 v. 不 妨 设 w xv. ME, IRA u 
到 4 的 有 向 路 是 在 G1 E. 对 任何 a € Tod (G1) 和 8 € Tod (Ga), 
Al AAAS, DERA MB) wf h(a) < inf(t(a),i(B)); 否 
Ry, h(a) x h(8) = inf(t(o),t(8)). 在 后 一 情形 ， 根 据 85.4 中 所 
讨论 的 ,在 Auzi(G) 中 a 和 8 不 可 能 相 邻 . 在 前 一 情形 ， 因 为 
经 不 存在 y € Tod(Gi), h(y) < h(8), 当 h(B) < hla) 时 也 不 存在 
* € Tod(G2), h(y) < h(a), 34 h(a) < h(8) 使 得 a 和 8 ERA 
At, X, RH 4 是 使 a 和 8 相 邻 的 仅 有 的 可 能 .从 而 ， a 
不 可 能 与 8 AB. 4 


REAPS, RTT ARB ER Tod, G 中 的 
在 不 同 3- 连通 片 中 的 上 树 边 为 相应 的 平面 性 1- 辅助 图 的 不 同 
连通 片 中 的 节点 。 然 而 ， 平 面 性 1- 辅助 图 中 连通 片 的 数目 并 
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不 是 随 Tod 的 选择 不 变 .例如 在 图 11.2.1 中 ，(a) 给 出 的 G, 其 
中 粗 线 为 Tod. (b) 给 出 了 G 的 平面 性 1- 辅助 图 huri(G), € 
有 三 个 连通 片 


5 s, 
Pace | ie eae | 
? . 
sl IE : 
i Pa E 
zu . i 
e | ELA T 
É mV : 
1| 1 We 
[CEN D in 
1 ó 2 
(a) G (b) Auzi(G) 


图 11.2.1 


FKE, Aun(G) 的 以 a 和 7 组 成 的 二 个 连通 片 对 应 于 
G 的 二 个 3- 连通 片 中 的 同一 个 . 它们 每 个 均 为 中 阶 完全 图 Ka. 
其 中 ， (vsus) 为 辟 对 ， 若 如 图 112.2 的 (a) 中 ， 到 粗 实 线 的 边 
组 成 Tod, 则 它 的 相应 的 Auzi(G) 如 (b) 所 示 就 恰 有 二 个 连通 
片 了 .这 里 ， Awz1(G) 的 每 一 个 连通 片 丛 相 应 G 中 的 一 个 3- 
连通 片 . 
为 了 求 出 Aun(G) 上 的 一 个 不 变量 以 确定 G 的 3- 连通 
片 ， 我 们 必需 对 于 确 向 树 将 Auzi(G) 上 的 连通 片 进行 分 类 . 
对 于 G 的 一 个 确 向 树 Tod, 由 Ausi (G) 的 一 个 连通 片 4 所 
产生 的 图 . 
Ga 1] Ca. (11.2.6) 
«cA 
其 中 ， Ca 为 由 a € Tod 5 Tod 所 成 的 那个 基本 轿 . GA 的 节 
AR V(GA) RRA GH HRT. AM Be Aur (G) 中 的 两 
个 连通 片 ， 并 且 与 A, B 相应 的 G 的 两 个 半 原 子 是 一 个 包含 另 
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-个 ， 则 称 4 和 吾 是 同 网 的 . 


D 31 
+ j 8 " 
P : 
w —| ó n 
a 
a A 
A t a $ 
vo [7 5 
(a) G (b) Auzi(G) 
图 11.2.2 


通过 引进 传递 性 , 可 以 将 Ausi(G) 的 连通 片 间 的 同 网 关系 
延 拓 为 一 个 等 价 关 系 . 根据 它 将 4uzi(G) 中 的 连通 片 分 类 . 其 
中 的 每 一 类 被 称 为 Aus (G) 的 同 网 片 . Auz1(G) 的 同一 类 中 的 
连通 片 所 相应 的 半 原 子 之 并 被 称 为 G 的 一 个 准 原子 . 


引 理 1.22 。 对 于 任 一 同 网 片 4, 由 (0126) 所 确定 的 
G4 5 G 的 一 个 3_ 连通 片 同 县 . 
证 ”用 反 证 法 . EG, 含有 G 的 一 个 分 离 对 {u, 0} 使 得 


GA=GIUGs, Gi n Ga = {u, v}. 


其 中 ， G1 和 Gz 每 非 平 几 的 . 由 引 理 11.2.1 G 和 Go 必 分 
别 相应 4uz1(G) 的 连通 片 Ai 和 A. AAT VG) € V(G3) 
亦 无 VY(G2) C V(G1), A 与 Az 非 同 网 .然而 ， 4 = A1U 42 与 
4 本 身 是 个 同 网 片 矛 盾 . 


对 于 RCV, SV-RARAMARRURLE GIR), Bf 
REG 上 的 节点 导出 子 图 中 的 节点 的 集合 . 
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引 理 11.2.3 对 于 一 个 准 原 子 R, X 
I(R) = RN(V — R) z 8, (11.2.7) 


则 I(R) 形成 由 Tod 所 确定 的 偏 序 集 了 上 的 一 个 非 平凡 的 链 的 
集合 . 

证 ”由 引 理 11.2.2, R) 至 少 含 G 的 一 个 璧 对 , 用 (us v) K 
me 不 失 一 般 性 , 可 设 svi ALTE Tod EJ u Bll v BU Plu, v) 
E R EH (11.26) 产生 的 子 图 中 , 由 2- 连通 性 ， 至 少 有 一 个 上 
树 边 a 使 得 h(a), ta) € V — Ê AWE h(a) Xu xvx tla). 这 
就 是 说 P(u v) BE V -Ê Eg (112.6) 所 产生 的 子 图 中 . 而 且 
容易 看 出 ， P(wv) 的 节点 集 ， 偏 序 集 V 中 的 一 个 链 不 是 请 和 
7 -六 上 二 子 图 之 公共 子 图 的 任 一 连通 片 的 真子 图 .从 而 ， 由 
FUR) 中 至 少 包含 一 个 辟 对 ， 即 得 引 理 . 4 


出 引 理 11.2.2-3, RTS, Ris. HRP RK 
Pi Tod 的 选择 ， 然 而 ， 只 是 一 个 准 原子 忆 和 站 -站 的 公共 部 
分 依赖 Tod 的 选择 . 


引 理 11.24. Aun(G) 的 同 网 片 的 数目 不 依赖 确 向 换 
Tod 的 选择 . 

证 ”因为 存在 Auzi(G) 的 同 网 片 与 C 的 准 原子 之 间 的 一 
个 1-1 对 应 ， 从 引 理 11.2.2-3, 即 可 得 引 理 . i 


至 此 , 或 许 有 人 要 回 到 图 11.2.1-2 所 示 的 那个 例子 看 一 看 . 
由 于 图 11.2.1(b) 中 的 4uzi(G) 的 二 个 连通 片 Al o 是 同 网 
的 , 故 Auxi(G) 只 有 二 个 同 网 片 . 这 个 数目 与 图 11.2.2(b) 中 的 
Auzi (G) 的 是 相同 的 . 对 此 ， 亦 见 同 网 片 的 数目 与 Toa 的 选择 
无 关 . 
因为 我 们 总 是 讨论 2- 连通 的 图 G 而 不 带 2- Ha, BiWE 
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原子 在 G 上 导出 的 子 图 ， 只 有 那些 与 其 余部 分 之 公共 路 中 的 
内 节点 为 2- 节点 ， 从 而 ， 一 个 准 原 子 中 的 那个 由 它 的 导出 子 
图 的 非 2- 节点 形成 的 子 集 就 是 G 的 一 个 原子 . 


定理 11.21 ”对 于 在 一 个 2- 连通 的 图 G = (VLE) 上 任 
选 的 确 向 树 Tod, 令 Airi = 1 2 k, X E Auni(G) 所 确定 的 
原子 ， 则 由 Aii==1,2,…,k, 在 G 上 导出 的 子 图 Gi 形成 G 的 
一 个 3- 连通 分 解 和 


Gi = Git Us, 


i 二 1,2,---,k, HP U; = (wot v) AG 上 G 8x8 
(uv) ¢ E), g G 的 3- 连通 片 . 
证 ”由 引 理 1122-4 可 直接 导出 . 


B Hii= 1,2,…, 为 G 的 所 有 3- 连通 片 和 VW = VH). 
我 们 可 以 造 一 个 新 图 ， 称 之 为 G 的 原子 结构 . 它 的 节点 为 G 
的 原子 ， 即 ,i = 1,2,…,k. 两 个 节点 相 邻 ， 当 且 仅 当 它们 所 
代表 的 原子 至 人 少 有 一 个 公共 节点 . 


引 理 11.2.5 一 个 2- 连 通 图 G 的 原子 结构 吾 = (U, B) A 
有 这 样 的 性 质 : 其 边 集 可 以 划分 为 二 个 部 分 Bl 和 Bs 使 得 B 
FRATE H(Bi] HARB Le B. 的 每 一 条 这 均 在 HB 
的 一 个 团 上 . HP, HB) 和 HB) 2-90 AA H. E B 和 B 
导出 的 子 图 . 


证 ”因为 二 个 原子 在 总 中 相 邻 只 有 二 种 情形 ; 或 者 它们 
有 二 个 公共 节点 形成 一 个 璧 对 ; 或 者 它们 有 一 个 公共 节点 在 某 
个 辟 对 中 . JU, B 划分 的 B, 和 Ba 分 别 相应 后 省 和 前 者 的 边 . 

di G RU 2- XEIEUE, 和 B, 中 的 每 一 边 的 每 个 端点 与 某 个 臂 
对 相应 ， 则 在 RB] 中 的 每 一 边 均 在 某 园 上 ， 自 然 ， 它 是 无 弦 
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的 . 对 于 Bo 若 一 边 相 应 的 臂 对 只 与 工 个 原子 关联 ， 则 它 必 为 
H[B;| 的 一 个 割 边 ， 它 本 身 就 是 一 个 团 ， 即 平凡 的 团 ， 和 否则， 
这 条 边 必 在 HB} 的 一 个 非 平 凡 的 团 上 ， t 


在 图 11.2.3 F, (a) 给 出 了 G. 其 中 ， 带 阴影 的 部 分 表示 一 
CF. (b) 给 出 的 是 G 的 原子 结构 ， 其 中 的 粗 线 表示 在 B 
中 的 边 ， 实 际 上 ， 它 只 有 一 条 边 . BR. AMA. MA 
是 Bi 中 的 边 了 . 


(3) G (b) H 


11.2.3 


定理 1122 一 个 节点 对 fa 二 是 G@ 的 一 个 劈 对 当 且 
仅 当 对 一 个 给 定 的 确 向 树 ， 或 者 有 原子 Vui = 52, ss, 使 得 
(V, Vo, -, V9) 形成 一 个 无 弦 MAHA: uwvcWVWunV- 
{u} 和 V, n Vi = {2}; RARE TV Hv vnn = 
{u,v}. 

证 ”由 定理 112.1 和 引 理 112.5 直接 可 得 . t 

根据 定理 11.21-2, 我 们 可 以 对 任意 给 定 的 一 个 确 向 树 确 定 


一 个 2- 连通 图 的 3- 连通 片 和 臂 对 .这 就 使 我 们 能 够 按照 一 定 
的 目标 ， 如 使 计算 量 小 ， 使 过 程 简单 等 ， 适 当地 选择 确 向 树 进 
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行 3- 连通 分 解 . 


§11.3 ”平面 分 解 


经 过 前 两 节 的 讨论 ， 人 允许 我 们 在 这 里 只 研究 3- 连通 的 
Ed. FAE G = (V, E), Æ E = E+ E+- Ey 使 得 所 
有 边 导出 子 图 G[Eij,i = 1,2,…,k, BFAR, W 


G = []JGt£g] (11.3.1) 


被 称 为 G 的 一 个 平面 分 解 ,或 者 说 平面 化 . 容易 看 出 ， 任 何 -- 
个 图 均 有 平面 分 解 ， 而 且 ， 有 各 种 方法 对 图 进行 平面 分 解 . 

然而 ， 我 们 这 里 所 关心 的 是 求 图 G 的 -- 个 如 (11.3.1) 所 示 
的 平面 分 解 使 得 其 中 子 图 的 数目 上 尽量 的 小 . 这 个 最 小 的 上 被 
称 为 图 G 的 厚度 或 者 说 平面 数 ， 

一 般 而 言 ， 确定 图 的 麻 度 是 一 个 很 难 的 问题 . 直到 现在 ， 
我 们 只 知道 一 些 特殊 图 类 的 厚度 , 或 者 只 知道 一 般 图 的 厚度 的 
一 些 上 界 或 下 界 . 

本 节 , 我 们 不 拟 讨论 如 何 确定 一 些 类 型 的 图 之 厚度 或 者 一 
般 图 的 厚度 的 上 ， 下 界 . 这 些 可 以 在 目前 已 经 出 版 的 一 些 书 中 
查 到 , 此 处 之 目的 在 于 提供 一 种 方法 求 一 般 图 的 平面 分 解 使 得 
其 中 子 图 之 数目 在 某 种 意义 下 尽 可 能 地 少 . 它 也 许 会 在 超大 规 
模 集成 电路 的 设计 中 得 以 应 用 . 

令 G= (多 司 为 -个 图 了 为 G 上 的 一 个 树 CHER, BE 
的 ). FH 是 G 的 一 个 平面 子 图 使 得 有 这 样 的 性 质 : THH 
上 , RAB, HECHT TFTA, 而 且 除 H 本 身 外 在 
G 上 无 任何 T- 平面 子 图 也 含 H 作为 子 图 ， 则 称 这 样 的 HON 
G 的 一 个 了 T- 极 大 平面 图 ， 
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3r (11.3.1) 中 的 所 有 子 图 相互 均 有 公共 边 形成 一 个 给 定 的 
PIT 则 称 (113.1) 的 这 种 形式 为 G 的 共 T- 平面 分 解 . 同样 
地 ， 在 一 个 共 了 平面 分 解 中 ， 若 其 中 的 T- 平面 子 图 的 数目 
是 最 小 的 ， 则 称 这 个 为 G 的 共 T- 厚度 . 人 们 也 许 注意 到 
T: BKH T- 平面 分 解 不 再 是 一 种 特殊 的 平面 分 解 ， 因 为 这 
时 的 T- 平 面子 图 的 边 集 并 不 形成 G 的 边 集 的 一 个 划分 . 

如 果 G 的 一 个 其 了 -平面 分 解 中 的 所 有 平面 子 图 对 于 这 个 

给 定 的 了 全 是 工 - 极 大 的 则 称 之 为 T- 极 大 平面 分 解 . 
”不 管 是 考虑 图 的 共 T- 平面 分 解 和 共 T- 厚度 还 是 考虑 图 
的 T- 极 大 平面 分 解 ， 其 基本 的 一 步 就 是 求 一 个 图 的 T- RK 
平面 子 图 . 这 就 是 为 什么 在 这 一 节 只 集中 注意 力 于 对 给 定 的 树 
确定 图 中 的 T- 极 大 平面 子 图 .为 便于 处 理 ， 我 们 还 总 是 限定 
T ANS IAT Tod. 

又 会 使 人 们 想到 , 通过 平面 性 辅助 图 研究 如 何 去 掉 图 中 的 
一 些 上 树 边 使 剩 下 的 图 为 它 的 一 个 Tod- 极 大 平面 子 图 . 不 管 
怎样 , 我 们 在 下 面 的 例子 中 将 会 看 到 如 何 去 掉 上 树 边 的 方式 不 
能 不 考虑 . 在 图 11.3.1 中 ，{a) 给 出 了 图 G. 其 上 的 粗 实 线 为 确 
向 树 Tod. 它 的 平面 性 0- 辅助 图 Auzo(G) 由 (>) 给 出 ， 其 中 的 
粗 实 线 表示 权 为 1 的 边 . 因为 在 Auzo(G) 中 私有 二 个 奇 权 轿 ， 
它们 无 公共 边 : 这 就 是 


C4 = (zy, Vo ys Ye, Tp Yt,n), 
和 
C3 一 (Zo; Vh,Cs Ego Yg, As Tues Yaga). 


在 Ca 中 , 那 条 3- E (yao o0) 被 视 为 一 边 . 只 要 在 Auzo(G) 
中 去 掉 yor 和 ze 之 一 即 可 使 Ci 不 再 存在 ， 令 T(5) 为 那些 
与 4uzo(G) 的 一 个 子 图 S 关联 的 G 的 上 树 边 的 集合 ， 则 ， 可 
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以 看 出 
T(Ci) = {E y: 8. "h 


F(Co) = {c， . v, À, p} 


因为 HG) NFC) = 6, 我 们 绝 不 可 能 从 G HERRERA 
而 得 到 一 个 Tod- RAF A. R, RE $5.3 中 所 引进 的 理论 可 
以 从 G 中 去 掉 两 条 上 树 边 ， 一 条 在 T(01) 中 和 另 一 条 在 (C2) 
中 ， 而 得 到 它 的 一 个 Tod- 极 大 平面 子 图 . XA {6,0} 作为 要 
去 掉 的 上 树 边 为 例 . 在 Auzo(G) PERS EA o 关联 的 节点 : 
Epes Vs to go TI yao 后 所 得 的 Auzo(G) — (£,0) 如 图 11.3.2(a) 所 
me RE, RAPA ATR. FAL, WORE Ao 二 边 所 得 之 
图 有 如 图 11.3.2(b) 所 示 的 平面 嵌入 . 

Xoe (ant) Jug 


DUC NÉ T Gul 
Th T Kon) / tp) [Go 


Ch 
in i (Ex 
au) s 9) ig. lo D Vey Sex 
: : T 
(ig) m m De ‘an (18) 

fad] (8.2), 

Aen fg) a P. TEA) "3n 
(a) G (b) Auzo(G) 


Bj 11.3.1 


引 理 11.31 4 Auzo(G) 为 图 G 对 于 确 向 树 Tod 的 平 
面 性 OMA. aE bao G-a MG hta 后 
所 得 之 图 . UW, RNA 


Auzg(G — a) = Auzo(G) ~ X(a)Y (a). (11.3.2) 
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HY, X(a)Y(o) 表示 在 Auxo(G) 中 与 a 关联 的 所 有 的 节点 和 
ik. 


证 因为 a 是 G 中 确 向 树 Tod 之 上 树 边 ，G 上 的 确 向 树 
Tod 仍然 是 G —o 上 的 确 向 树 ， 由 平面 性 0- 辅助 图 的 构造 ， 


即 得 引 理 . i 
s t A S PARET SENS, AM m 
(&s) — "s f ae A e 
o p af. Sp E 
"e M amp os p. - I / l $ | eS. ij: 
Yea ef) 3 1 MESS M 
xp. i 2 anm C ; ; : 
l Q8 NÝ LA moe! 
^ir oS » N B par Ms 2 


(a) Auxo(G ~ {€,0}) (b) G - {&,0} 
图 11.3.2 
4 Cii = 1,2,...,8, 为 Auzo(G) 上 的 所 有 基本 圈 和 T(Ci) 
AEC, 上 的 节点 或 边关 联 的 G 中 上 树 边 的 集合 , i = 52, s. 
E G 中 一 个 上 树 边 的 集合 S 具有 性 质 
SHC) 4 0. (11.3.3) 
Hop CAO, i = 1,2,-…,s, 中 的 所 有 奇 权 圈 使 得 


x(S)¥(8) = [^ (Auzo(G) — X(e)Y (a)) 
aes 
不 再 有 奇 权 轿 . WH S 为 Auze(G) 的 一 个 过 .事实 上 上 ， 一 个 过 
总 可 视 为 集合 Gi, i = 1,2,…,s, 的 一 类 覆盖 .如 果 一 个 壳 的 任 
何 一 个 真子 集 均 非 壳 ， 则 称 为 Ag. 
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定理 11.3.1 对 于 G 的 一 个 给 定 的 确 向 树 Tod, 令 3 为 
G 的 上 桂 边 的 一 全集 合 ， 见 


G-S= []|(G-a) 
ES 
是 G 的 一 个 Tod- 极 大 平面 子 习 当 且 仅 当 5S 是 4urofG) 的 一 
ARDE AF, Auxo(G) 为 G 对 于 Tod 的 平面 性 0- 辅助 图 . 


证 ”必要 性 . 由 引 理 11.3.1, 图 G— S 的 平面 性 0- 辅助 图 
为 Auze(G)- X(S)Y(S). AA G — S Æ G 的 一 个 Tod- 极 太 平 
面子 图 . 由 定理 5.4.1 中 的 (1) 和 (2) 知 S 是 Auzo(G) 的 一 个 
这， 但 对 任何 a € sS, S — (a) 均 非 Auzo(G) 的 一 个 壳 ， 从 而 ， 
S 是 Auzo(G) 的 一 个 极 小 壳 . 

ERTE B SÆ Auzo(G) 的 一 个 极 小 壳 . 由 引 理 11.3.1 和 和 
定理 5.4.1 中 的 1) Al (2), G— S 是 G 的 一 个 平面 子 图 . 然而 ， 
由 5 的 极 小 性 ， G -5 则 是 Tod- 极 大 的 . ] 


从 图 11.3.2, 人 们 也 许 会 想到 所 有 的 极 小 索 具 有 相同 的 基 
数 ， 然 而 ， 在 图 11.3.3 "P, (a) RHE G, 粗 实 线 为 确 向 树 
Tod, 有 Auso(G) 如 (b) 所 示 . 在 Auzo(G) 上 的 粗 实 线 表示 权 为 
1 的 边 . 可 以 验证 (e. C, AJ 和 (60) 均 为 极 小 壳 , 但 它们 的 基数 
不 同 . 

E G 的 一 个 T- 极 大 平面 子 图 具有 最 大 的 度 ， 则 称 之 为 
了 -最 大 平面 子 图 . 同样 地 ， 若 Auzo(G) 的 一 个 极 小 壳 具 有 最 小 
的 基数 ， 则 称 它 为 一 个 最 小 过 . 我 们 即 可 发 现在 定理 11.3.1 中 
将 极 大 和 极 小 分 别 用 最 大 和 最 小 代 痊 仍然 成 立 . 

根据 定理 11.311, 我 们 可 以 通过 逐次 地 在 去 掉 的 上 树 边 与 
Tod 所 导出 的 图 上 求 Tod- 极 大 平面 子 图 的 办 法 求 共 Tod- 平 
面 分 解 或 者 Tod- 极 大 平面 分 解 . 
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(a) G (b) Auzo(G) 


Bj 11.3.3 


§11.4 AAN 


如 果 一 个 图 G = (V, E) 可 以 在 一 个 半 平 面 上 表示 ， 我 们 可 
以 不 失 一 般 性 假设 为 欧 氏 (z, 人 一 平面 的 上 半 平 面 y> 0, 使 得 
节点 都 在 直线 y = 0 上 和 所 有 的 边 皆 上 半 平 面 中 的 Jordan 线段 
而 县 任何 一 对 除 在 相 邻 时 的 公共 端点 外 无 任何 其 它 公 共 点 , 则 
称 G 为 页 可 嵌入 的 ,或 者 说 可 嵌入 页 上 的 . 这 样 的 一 种 表示 称 
JS GB OON. 当然 RA A Sth PRA. 但 反之 未 必 
AR. 例如 Ky 是 可 平面 的 . EF RAED A. 但 ， 
下 面 我 们 就 会 看 到 Ks 不 是 可 嵌入 页 上 的 不过， 在 Ks 上 去 
PEW UE RAB. mE 11.4.1 中 (a) 给 出 了 
TA. (b) SH T ERARA 


引 理 11.41 — [fffs TRA KL. 


ut AAEM RASP PRL, SÜlXSnemea 
就 是 它 的 平面 嵌入 . 如 $2.1 中 所 述 , ERARA OE 
示 和 一 个 与 O 关联 的 边 ~ 用 $2.1 中 的 旅行 规则 分 别 以 CO 和 
作为 始 节点 各 始 边 可 得 一 个 树 和 的 码 . 只 要 将 节点 依 在 这 个 码 中 
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出 现 的 次 序 从 左 到 右 嵌 入 到 直线 y = 0 E 在 每 个 节点 处 按 与 
树 的 平面 嵌入 上 的 旋 的 相反 次 序 , BER MA THERA. 


i 
u 
" "m 
" p TR 
A N 
D E : mL 
M : : B 
bow LS n» f 
TN Qu ONUS UTOR ee 
D D i v " D 
(a) (b) 


114.1 


在 图 114.22 rH, BRT RPA TRAE. (a) 中 
给 组 了 树 的 平面 嵌入 (b) PARR MPRA Er ^E BAI RK 


E 
5 p i0 一 t *" 

rd ET : 

~ 3$. HH... 

è S E I i pL 

4 ae ' P 
25 i 一 一 | 
. 5 P DX A t a, ; 1 

$ i6 PIA. ; Y Ww à Y 7 Y at 
Fi : 01 $3456? 8 5101 1218 M 16 16 


(a) 树 (b) 一 页 嵌入 


11.42 


引 理 11.4.2 EAST A RAS MR TRA. 
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证 ”因为 一 个 外 平面 图 可 甬 入 到 平面 上 使 得 所 有 的 节点 
全 在 无 限 面 的 边界 上 . 由 不 可 分 离 性 ， 无限 面 的 边界 实际 上 是 
DE 我 们 总 可 以 将 所 有 节点 典 入 到 y= 0 的 直线 上 使 得 从 . 
左 向 右 出 现 的 次 序 与 在 圈 上 的 次 序 相 同 . 然后 ， 依 照 节点 在 这 
AP T RA, FPE SK FF BY PTR A 4 


在 图 11.4.3 中 ， 可 以 看 出 由 引 理 的 证 明 所 提供 的 过 程 怎 祥 
从 (a) 中 的 一 个 外 平面 图 求 得 (b) 所 示 的 它 的 一 个 页 谋 入 ， 


LM 


11.4.3 


定理 11.4.1 —BBEEXRWARABSHBNUCE-—AM 
平面 图 . 

证 “充分 性 . 由 外 平面 性 ， 可 以 根据 节点 在 其 无 限 面 边 
界 上 第 一 次 出 现 之 次 序 从 左 到 右 把 所 有 节点 嵌入 到 y — 0 的 直 
A E. 然后， 用 引 理 11.4.1-2 的 证 明 中 所 建议 的 过 程 即 从 图 的 
Go ^) f SE SC T POE. 

必要 性 . BRL BUCHEN P ME A — REGE T BAL. BG. 
| h 
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若 一 个 图 G = (V, E) 的 边 集 E 有 划分 E = Ej E. 
使 得 | 
G= U GEJ; 


bici (11.4.1) 


V-V(G[E]), i-1,2...,k 


和 所 有 G[E] i = 1,2,-,k, PRY RAF V. 中 节点 在 直 
线 上 的 次 序 相 同 , 由 (11.4.1) 形式 之 表示 被 称 为 G 的 一 个 页 分 
M. 将 图 G 表示 为 G[Ei],i = 1.2, ke, 的 页 陪 入 之 并 使 得 其 节 
点 全 在 同一 条 直线 上 .也 称 这 种 表示 为 G 的 一 个 BRA. B 
然 ， 我 们 需要 在 页 分 解 中 子 图 的 数目 愈 小 愈 好 . 在 G 的 所 有 可 
能 的 页 分 解 中 ， 最 少 的 子 图 数 被 称 为 G 的 RK 若 一 个 图 的 
TRA k, 则 称 之 为 o k)- ATRAKSI. 


引 理 11.4.3 ”任何 一 个 图 ， X EX X Hamilton 平面 图 的 
子 图 ， 则 它 必 为 2- ODE i. 

证 ” 设 G 是 一 个 Hamilton 平面 图 ，C 是 其 上 的 Hamilton 
E. 因为 由 引 理 7.2.2 BG =G UG HBG rG.=CHG 
与 Ga 皆 外 平面 图 ， 故 ， 从 引 理 11.4.2 即 得 引 理 . 


因为 可 以 证 明 ， 车 G= Gin Gs fH Gio Gs = (v), WE 
的 页 数 为 Gi 和 Gs 的 页 数 中 之 最 大 者 . 但 ， 这 里 Gi 和 Gs 的 
TRA BRE v 在 直线 上 为 Gi 的 节点 中 最 小 者 同时 为 Gs 的 
节点 中 之 最 大 者 或 反之 . 我 们 在 这 里 被 允许 只 讨论 不 可 分 离 的 
图 而 不 失 一 般 性 . 


定理 11.4.2 一 个 不 可 分 离 的 习 G 的 页 数 为 2. SAL 
4G XX Hamilton 平面 图 的 子 图 并 和 且 有 一 个 子 图 与 Ks HE. 


证 “充分 性 . 内 引 理 11.4.3 可 知 G 的 页 数 不 大 于 2. 而 
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H. 由 于 Ka 的 出 现 ，G 不 是 外 平面 图 . 由 定理 11.4.1, G 的 页 
数 不 小 于 2. 充分 性 得 证 . 

必要 人 性， 由 于 G 的 页 数 为 2. 可 以 假设 G 本 身 就 是 一 个 
有 ?2 页 的 书 其 入 ， 当 然 ， @ 是 一 个 Hamilton 平面 图 级 一 个 子 
Ej. 事实 上 ， 只 要 将 在 直线 上 的 相继 而 不 相 邻 的 二 节点 连 上 一 
条 边 即 得 到 一 个 Hamilton 平面 图 因为 没有 与 Ks MTA 
的 图 本 身 就 是 外 平面 图 . 由 定理 11.4.1, G 必 有 一 个 子 图 与 Ka 
HC. 4 EEG. h 


设 A {12v} (= V) 上 的 一 个 置换 和 图 G = (V, E). 
对 于 r, V 上 的 -- 个 线性 序 由 


TO < a(j) => i<j 


所 确定 . 如 果 按 照 这 个 线性 序 ， G 可 嵌入 到 类 页 上 ， 则 称 GG 
为 上 页"- 可 扩张 的 ,> 1. 当然 ， 一 个 图 为 k- 页 的 当 且 仅 当 
FEV 上 的 一 个 置换 x 使 得 它 是 有 页 a 可 扩张 的 . 

令 E = {e1,e2,…,ee}， 对 于 每 对 边 e = (ui v) 和 e; = 
(uj, vj), FE r 的 线性 序 之 下 : 


Ui < Uj X v; X vj © (114.2) 


MIRR e; 和 e; XE G = (V, E) PH 一 交叉 的 .我 们 可 以 引进 一 个 
模 2 变量 z; 与 边 ef 关联 ，1<i<e 并 构造 一 个 模 2 方程 组 : 
1, He, Me 为 7 一 交叉 的 ; 
Ti 十 Xi = (11.4.3) 
0, AM. 


Hp, {i,j} HUF UH OREN I (ene; 1 <i, j <E, eoe € 
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定理 11.4.3 对 于 图 如 = (V,B) H AEV L-A 
换 c, G X 1- 页 7- 可 扩张 的 当 生 仅 当 方程 组 (11.4.3) 有 一 个 
解 使 得 所 有 变量 不 是 全 取 值 为 0 就 是 全 取 值 为 1. 

证 “在 一 个 二 -页 的 a- 扩张 中 所 有 的 边 对 均 非 n- 交叉 
的 ， 从而， 由 (11.4.3) 的 定义 即 可 得 必要 性 . 

反之 ， 从 方程 (11.4.3) 的 单 值 ，0 或 1, 的 解 也 可 知 ， 任 何 
一 对 边 均 非 r 交叉 的 . 从 而 ， 可 以 将 节点 按 r 所 确定 的 线性 
FRAR y —0 的 直线 上 而 得 到 G 的 一 个 一 页 的 供 入 . 这 就 是 
充分 性 . 4 


进而 ， 我 们 还 可 以 利用 方程 (11.4.3) 表征 图 G 的 2 页 
可 扩张 性 . 若 一 个 图 是 2 页 r- 可 扩张 的 但 不 是 1- 页 *- 可 扩 
张 的 ， 则 称 G 是 恰 2- 页 -可 扩张 的 . 


定理 11.4.4 ”对 于 图 G = {VE) 的 节点 集 太 上 的 一 个 置 
换 n, G Ed 2- Hr 可 扩张 的 当 且 仅 当 方程 (11.4.3) 有 一 组 
非常 数 的 解 . 

证 ”因为 从 G 的 一 个 2- 页 的 +- 扩张 REAR 
的 所 有 边 相 应 的 变量 全 取 为 0 而 另 一 页 上 的 所 有 边 的 相应 变 
量 均 取 为 1, 可 以 验证 ， 即 得 方程 (11.4.3) 的 一 组 解 ， 必 要 性 显 

反之 ， 从 方程 (11.4.3) 的 一 组 非 单 值 的 解 出 发 ， 我 们 可 以 
将 节点 按 所 确定 的 线性 序 嵌 入 到 ?y = 0 直线 上 . 然后 ,将 相 
应 变量 为 0 的 边 嵌 入 到 同一 页 上 各 将 相应 变量 为 1 We 
入 到 另 一 个 面 上 . 这 就 得 到 了 G 的 一 个 2- 页 扩张 .充分 性 
得 证 . h 

如 果 图 G -(V,E)BI—T3U AERE HATNA 
L- Rr 可 扩张 的 ， 则 称 之 为 G 的 一 个 页 7- 分 解 . 其 中 ， 同 上 
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BR, 是 V 上 的 一 个 置换 . 在 G 的 所 有 页 r- 分 解 中 ， 一 - 
页 x- 分 解 所 含 子 图 数目 的 最 小 值 和 最 大 值 分 别称 它 的 en Js 
数 和 页 最 大 数 . 事实 上 ， 页 最 小 数 就 是 .上 面 所 说 的 页 数 
HIT AE (11.4.3), 也 可 以 构造 一 个 所 谓 G E 0-3 CE, ERI 

节点 相应 变量 ， 或 者 G 的 边 和 二 个 节点 相 邻 当 且 仅 当 它们 相 
应 的 变量 出 现在 (11.4.3) 的 同一 个 方程 之 中 . 根据 定理 11.4.3-4， 
可 以 利用 7- 交叉 图 得 到 如 定理 5.4.1 形式 的 相应 定理 . 进而 ， 
还 可 以 与 811.3 中 相仿 地 讨论 带 有 一 些 极 性 的 页 分 解 . 


811.5 ”纵横 分 解 


设 G) 是 图 G = (V, E) 的 -一 个 平面 浸入 ， 如 果 所 有 的 边 
在 u(G) 中 均 为 只 由 水 平和 竖 直 线段 所 组 成 的 折线 段 ， 则 称 之 
为 G 的 一 个 纵横 浸入 . 当然 ， 只 有 那些 节点 的 次 不 大 于 4 的 
图 才 有 纵横 浸入 ， 


引 理 11.531 —PAG=(V,E)4-ARRSA, XE 
仅 当 G 没有 一 个 节点 的 次 大 于 4. 


证 ”因为 在 任何 一 个 纵横 浸入 中 ， 每 一 个 节点 只 能 有 四 
个 可 能 的 连 边 方向 ， 必 要 性 显然 . 

反之 ， 可 以 从 G 的 一 个 平面 浸入 得 到 一 个 新 图 的 一 个 平 
HRA. 这 个 新 图 G 为 将 G 的 浸入 中 所 有 两 边 的 交叉 点 均 作 
为 节点 而 得 到 ， 因 为 只 考虑 简单 二 重 交 叉 (如 $5.1 中 所 述 ), 所 
有 新 引进 的 节点 的 次 均 为 4 故 G 仍 满足 引 理 条件 ， 从而， 由 
定理 8.1.1 即 可 导出 充分 性 . 


根据 引 理 111.1, 我 们 可 以 称 节 点 次 不 大 于 4 的 图 为 TAR 
365. 那个 由 G 的 一 个 纵横 浸入 通过 将 交叉 点 作为 新 节点 所 得 
的 可 平面 图 被 称 为 G 的 关联 平面 图 . 关联 平面 图 的 那个 由 G 
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和 和 漫 入 A&(G) 引进 交叉 点 为 节点 而 得 到 的 平面 嵌入 被 称 为 a (C) 
的 -P dide. 


引 理 11.5.2 fe SATAN EXTA PR 
fio E BG E BD EE MMA X ERE 
侧 并 是 在 每 边 上 的 折 , 即 水 平 与 竖 直 线段 的 公共 点 处 穿 一 个 连 
PERO 的 通道 (EFL) 就 有 任何 两 条 边 艾 除 可 能 的 公共 端 外 无 其 
它 公共 点 . 

证 ”由 引 理 11.5.1, 可 以 就 图 的 纵横 浸入 讨论 ， 事 实 上 ， 
任何 纵横 漫 入 均 可 有 如 引 理 中 所 述 的 表示 . b 


在 引 理 11.5.2 中 所 述 的 一 个 图 的 表示 被 称 为 一 个 AR 2- 
MRA. 一 个 有 级 横 2- MRA RRA 纵横 2- UST GEO 
的 . 当然 ， 由 上 面 的 二 个 引 理 ， 我 们 可 以 看 出 ， 一 个 图 是 纵横 
2- 侧 可 嵌入 的 当 且 仅 当 它 是 可 纵横 的 . 

若 一 个 图 G = (VE) 的 边 集 E 可 以 划分 为 Ex, Eo, Ek 
使 得 所 有 边 导 出 子 图 GUA) GE) o GE] 全 是 纵横 2- (UT 
RAH, WAHT ASIF. GAG. Rika G 的 一 个 
RDM. 在 G 的 纵横 分 解 中 , 称 它 所 含 子 图 的 最 小 数 为 G 的 
纵横 2- MAR, 并 记 为 tz(G). 容易 看 出 ， 总 有 关系 : 


tr2(G) > [A(G)/4] = A(G). (11.5.1) 


RP, AG) 为 G 中 节点 次 的 最 大 值 . 

一 个 图 G = (V, E), BER AR 2- 侧 厚度 t2(G) = A(G). 
则 称 它 为 级 横 下 可 内 入 的 . G 的 一 个 纵 模 分 解 使 得 其 中 子 图 的 
数目 为 XG), 则 称 之 为 G 的 纵横 下 分 解 ， 

为 了 求 一 个 图 G 的 纵横 分 解 尽量 接近 其 纵横 下 分 解 ， 自 
然 会 建议 我 们 求 AA 或 最 大 可 纵横 的 子 图 , 即使 得 不 能 再 加 
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边 同时 保证 每 个 节点 的 次 不 大 于 4, 或 者 度 最 大 的 这 种 子 图 . 
这 里 ， 我 们 仅 讨论 求 这 种 最 大 子 图 的 问题 . 事实 上 ， 可 以 
将 它 变换 为 求 最 大 对 集 的 问题 . 
F G= (V, E) 是 一 个 图 当然, 不 一 定 是 可 平面 的 ， 对 于 
veV,iü 


(11.5.2) 


P(v) = (v(e)ve € Ey}; 
Q(v) = (vlt = 1,2,3,--- »p(v) — 4}. 


其 中 ， E 为 与 » 关联 的 边 的 集合 ， elz) 为 在 G 中 节点 "的 
X. 我 们 构造 一 个 与 G 关联 的 图 C = (V, 如 下 : 


V = 3 (PO) + QG)); 


vcV 


E'= 0 E(K p(w) p(w) (11.5.3) 
(u,v)cE 


+ J ElK Pogo) 
vV 


其 中 Kxy,X = P(v) XX P(u), Y = P(v) R Q(v), ALA x AY 
为 二 个 节点 独立 集 的 完全 二 部 图 ， 并 称 G' ACH 扩充 . A 
便 ， 我 们 还 记 

P= Y P(v); 


vcV 


a=W. 


vEV 


4 5E X 五 是 G 的 一 个 可 纵横 的 子 图 ， 则 五 相应 G' 中 
的 一 个 使 Q 被 饱和 的 对 集 . 


引 理 11.5.3 FM 是 G 的 扩充 G' 上 的 一 个 饱和 的 
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最 大 对 集 ， 则 对 于 weV, 在 M' 上 将 P(v) 中 不 与 Qw) WH 
的 所 有 节点 收缩 到 一 个 节点 所 得 与 Q 无 关 的 图 是 G 的 节点 次 
不 大 于 4 的 最 AFA. 

证 首先， TEM’ EXIF e eV, 由 收缩 P(v) 中 不 与 Qi) 
相 邻 的 节点 为 一 个 节点 和 去 掉 那 些 与 Q(v) 关联 的 M 中 边 的 
二 端点 得 一 个 图 H. AWE. VH) SV 而 且 五 是 G 的 一 个 
FA. Ria. h C 的 构造 亦 可 验证 ， 所 有 H 的 节点 均 为 次 不 
大 于 4 的 . 其 理由 是 从 8 M 所 饱和 ， 对 任何 v e V, 至 少 
XE P(v) 中 有 与 Q(v) 的 节点 数 相同 的 节点 被 M 饱和 .最 后 ， 
TEA RAN. DRUK. BE Hi 关 瑟 是 G 的 一 个 最 大 的 
可 纵横 的 子 图 . 从 五 ' 出 发 我 们 可 以 求 出 一 个 G' 中 的 对 集 Mi 
使 得 同样 饱和 Q. 记 Hi 为 在 Mi 上 收缩 相应 的 PP 中 之 节点 和 
SRS @ 关联 的 边 之 端点 所 得 的 图 同样， H, 也 是 G 的 可 
纵横 的 子 图 ， 然 ， 这 时 从 LE(HG)] > |EGT)| 可 得 


(BE(M)| —|E(M")| = (EC) — E(H)| > 0. 
与 M' 是 G' 中 一 个 最 大 对 集 矛 盾 ， : 
至 此 ， 也 许 有 人 想 要 知道 一 个 图 有 4- 正则 支撑 子 图 的 条 
件 . 因为 它 在 讨论 一 个 正则 图 的 纵横 下 可 分 解 性 时 尤为 需要 - 
定理 11.5.1 ”一 个 图 G 有 4- 正则 的 支撑 子 图 ， 当 且 仅 
当 它 的 扩充 G' 有 一 个 完美 对 集 
证 与 引 理 11.5.3 的 证 明 相仿 的 . 事实 上 , 完美 对 集 本 身 


也 是 一 个 最 大 对 集 M. 不 过 , 这 时 相应 子 图 五 是 委 正 则 的 . 
即 得 定理 . 4 


如 果 在 一 个 图 GHAR, HATA P FEH, 
则 称 它 为 G 的 一 个 织 横 平面 分 解 . 当然 ， 一 个 纵横 平面 分 解 
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就 是 这 样 的 一 个 平面 分 解 使 得 所 有 子 图 均 为 纵横 可 机 入 的 . 一 
个 图 G 的 纵 模 平面 分 解 中 所 含 子 图 数 的 最 小 值 被 称 为 G 的 级 
RAB AG) 表 之 ， 对 此 ， 我 们 仍然 有 


t.(G) > A(G). (11.5.4) 
其 中 ，XG) 为 由 (11.5.1) 所 确定 的 . 显然 ， 由 定义 即 知 ， 还 有 
t.(G) 2 tr2(G). (11.5.5) 


基于 上 述 和 $113 中 所 讨论 的 ， 可 以 用 二 种 方式 如 对 于 纵 
fit 2- 侧 厚 度 和 对 于 一 般 厚 度 所 用 过 的 那样 讨论 纵横 厚度 . 


$11.6 ic 

11.6.1 确定 一 个 图 的 割 点 或 双 连 通 分 解 的 其 它 准则 可 
以 参见 IShil]. 在 那里 ， 也 许 是 第 一 次 提供 了 一- 个 算法 . 不 管 怎 
样 ， 这 个 算法 的 计算 复杂 性 为 O(ve). 

11.6.2 图 的 3- 连通 分 解 的 想法 是 由 MacLane F 1937 
年 首先 提出 的 MI 为 这 种 分 解 设计 的 第 一 个 线性 时 间 算 法 出 
现在 1973 4E. 那 时 ， Hopcroft 和 Tarjan 用 以 作为 判定 图 的 平 
面 性 的 准备 步 又 [HoT4]. 

11.63 ”事实 上 ， 判 定 一 个 图 的 平面 性 的 许多 算法 或 多 
或 少 可 以 作为 求 一 个 图 的 极 大 平面 子 图 之 出 发 点 [AP1], [Breo], 
[Da1], [DMP1], [En1], [Fist], [FiW1], (Goll, (Gs1], (Ho T1], [HoT5}, 
[H:1-2], [JKS1], [Kn3], [LEC1], [Lit], [Ru2-3], [SLY1], [ShiG], [U1], 
[Wilt], (Wngi] 等 . 当然 ， 为 此 尚 待 进一步 研究 要 作 那 些 必 要 的 
处 理 . 


11.6.4 ”关于 一 些 特殊 类 型 图 的 厚度 以 及 与 其 它 不 变量 
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的 关系 ， 可 参见 [Alel., [Bei H1], [BeiH3], [BHM1), [BHY 1], [BP1], 
[Ho1], [HG1-2], [Klei], [Tut1-2] 等 . 


11.6.5 ”关于 一 般 图 的 平面 分 解 的 算法 还 可 参见 [JIM], 
[MKL1], [STO1-2] 等 . 当然 ， HERR TERE 11.3.1 的 说 法 , 求 一 个 非 
可 平面 图 的 一 个 最 大 可 平面 子 图 ， 即 使 六 最 大 可 平面 子 图 都 
不 是 容易 的 - 

11.6.6 ”关于 书 嵌 入 的 问题 与 算法 可 见 综述 文章 [CLR1]. 
一 般 而 言 ， 确 定 一 个 图 的 页 数 是 困难 的 . 然而 ， 己 经 知道 可 平 
面 图 的 页 数 至 多 为 4[Y1]. 如 果 两 页 被 视 为 与 平面 等 价 , WAR 
证 明 任 何 图 沟 有 书 上 的 一 个 嵌入 使 得 至 多 有 3 页 {Whell. 


11.6.7 ”纵横 分 解 的 问题 来 源 于 超大 规模 集成 电路 的 设 
计 ， 与 此 有 关 的 许多 问题 的 模型 和 解法 可 参见 [Abl], [AKH], 
[BTTi, [Be1], BeH1], [BrM1], [CKC1], (CIF1], [Cle1], {CleL1), [C0H1], 
[CWL1], [DuZ1), [En2], [EM1], [FCW1], [Fle], [FrJ1], [GH1], [GL1], 
[GM1], [GZ1], [GK1j, [KR1], [Kaul], [Kod1-2], [LLP1], [Ow1], (RiM1], 
[Rol], [RT1], [SL1], [ScK1], [Tal], [Th2], [TKS1-2], [V1], [VaO1], 
[Wo1], [Y YL1], [YoN1] 等 . 


11.6.8 ”本 章 的 主要 结果 是 从 平面 性 辅助 图 出 发 而 得 到 
的 ， 这 类 图 似 第 一 次 在 1978 年 出 现 [Liu]. 之 后 ， 在 [Liu19]， 
[Lim23-24] 中 得 到 了 发 展 . 同时 , 在 [FR1-2], [Liu22;, [Ro3], {Sun1- 
2], Kul 等 中 也 可 以 见 到 .定理 11.3.1 的 原始 说 法 在 [Liu25] P. 


11.6.9 “与 图 的 分 解 有 关 的 新 进展 还 可 参见 [Liu29]. 在 
纵横 嵌入 方面 可 参见 [Liu27-28], [CuL1]. [LMP1], [LMPS1-2], 
[LMS1-6], [Liu30] 4. 
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$312.31 URRH 


在 $2.12 节 中 , 曾 提 到 图 的 曲面 嵌入 并 且 通 过 图 G 的 码 论 
在 曲面 (可 定向 与 不 可 定向 的 ) 上 嵌入 之 存在 性 . 在 这 一 节 , $T 
算 更 一 般 地 讨论 一 个 图 的 曲面 嵌入 的 性 质 . 

首先 , 我 们 指出 不 是 说 任何 一 个 图 均 可 以 檬 入 到 任何 给 定 
GH (可 定向 与 不 可 定向 ) 的 曲面 上 . 


5 12.1.1 ”对 于 一 个 图 G = (Y 刀 (当然 ， 简 单 而 且 和 连 
通 的 ), 令 G(x) 为 G 在 一 个 曲面 S{ 可 定向 与 不 可 定向 ) 上 的 一 
MA. 或 简 记 G(2) CS. U, A 


v—et1l<x(S)<v— B (12.1.1) 


其 中 ， x(S) 为 曲面 S 的 Euler REX. 


证 BD G(E) 有 至 少 1 个 面 ， 由 (L.5.6) 可 得 12:11) 中 
x(S) 的 下 界 . 另 一 方面 由 G 的 简单 性 和 连通 住 可 知 3p < 2e 
总 成 立 ， 从而， oo) 至 多 有 [T] 个 面 ， 由 (1.5.6), 又 有 
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x ev-ee [e] =r- [S] 
这 就 是 (12.1.1) 中 x (S) 的 上 界 . 
由 这 个 引 理 和 (1.5.7), 我 们 即 可 得 到 干 面 的 一 些 推论 ， 
推论 12.1.1 YG eg, 


cE) cP, — [E89 L- E] ses R]. (12.1.2) 


推论 12.1.2 YG eg, 


GE) cQ -—5Gi-|z|sasot — 0213 


"mo — T EL RTELBEA B) Euler 示 性 数 为 (12.1.1) 所 示 的 下 
或 上 界 的 山 面 上 ,由 分 别称 它们 为 FRA RET RAW. 
在 812.2 和 812.4 H, RTA STE RATER FE RA 
性 . 

对 于 图 G 的 一 个 幅 入 GE), 我 们 引进 二 类 运算 以 便 将 在 
— HTT EAS RRA G) 变换 到 在 另 一 个 亏 格 与 之 不 同 的 曲面 
ERRA G’). | 

设 G{5) 是 在 可 定向 曲面 5 上 的 一 个 幅 入 ， e= (u,v) 是 
面 AA fp MADR ELA ew. HP, AA fe 没有 一 个 
的 边界 覆盖 另 一 个 的 边界 的 情形 .不 失 一 般 性 ， 可 以 与 以 前 一 
样 假设 4 和 vw 的 次 均 不 小 于 3. 记 


fi=eR;  fo—eL; —fa-bDa. (12.1.4) 


其 中 ，a,8 和 和 ee 上 其 有 公共 端 v. SF v 处 的 旋 为 eAabB. 其 中 ， 
ARQ B 允许 为 空 集 ， 即 4 或 B=@ 则 RE v AHEM eAabB 
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改变 为 AaebB 的 运算 被 称 为 在 G(E) 上 对 边 e 作 一 次 手柄 . 
引 理 12.1.2 Æ G()c SEeP 作 一 次 手柄 将 G(D) 变换 
AGU) IEP KH 5 的 亏 格 比 S HBA hL 
证 ”因为 容易 验证 G(Y) 和 GE) 的 面 集 之 间 所 不 同 的 只 
是 将 G(X) 中 的 三 个 面 his fa; Al fs, 如 (12,1,4) 所 示 ， 用 如 于 的 
一 个 面 f 所 代替 : 


f' = ebDae LR. (12.1.5) 
同时 , 也 易 验 证 , 曲面 的 可 定性 不 变 , 从 而 , 由 Eulre 公式 (1.5.7) 
即 得 引 理 . 
B G(X) 为 G 在 不 可 定向 曲面 上 的 一 个 嵌入 . 若 e 是 面 fi 
TU 户 的 会 共 边 界 上 的 一 条 边 ， 记 
| fi =eR,; fz=e`T, (12.1.6) 
Wi, Æ G) 上 变换 如 (12.1.6) 所 示 的 二 面 成 为 一 个 面 


f'zeReT^! (12.1.7) 


的 运算 被 称 为 在 GD) 上 对 边 。e 作 一 次 X8. 


引 理 12.1.3 ”在 G(D)CSEQ@Q 上 作 一 次 叉 幅 将 G) 变 
换 为 G(Z) S &€ @ 使 得 不 可 定向 性 不 变 且 S 的 不 可 定向 亏 
格 比 S 的 大 1. 

证 由 3 的 不 可 定向 性 ， 容 易 验证 S 也 是 不 可 定向 的 . 
WA, Gil) Ss LAARA BH Ge) 与 e) 之 间 的 
不 同 仅 在 于 在 GE) 中 的 面 数 比 在 GE) 中 的 少 1 Am. d 
Euler 公式 (1.5.7) 即 得 引 理 . h 
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若 一 个 图 G PUA SHEA ofS) PS) 或 «(5)) 的 曲面 
SCH] se a] RAN up E ARRERA GE gS) 或 
a(S) KF e(S)(pCS) 或 a(S) 的 任何 曲面 S( 可 定向 或 不 可 定 
iE) 上 ， 则 称 9(5)(p(5) 或 9(5)) 为 G 在 曲面 (可 定向 或 不 可 定 
向 ) 上 的 最 大 亏 格 . 常 直接 称 RATA OTH 或 最 大 不 可 定 
向 亏 格 ,分 别 用 p (G) 或 a (G) RIR- 

相反 地 ， 若 一 个 亏 格 为 9($) (p(5) 或 9(5)) 的 曲面 S, 图 
G 可 以 嵌入 在 其 上 但 任何 气 糙 gS) PS) 或 q(5)) 小 于 g(5) 
(p(S) 或 9(S)) 的 曲面 8 (可 定向 或 不 可 定向 ), 均 不 能 嵌入 在 其 
E, 则 称 亏 格 9(S) (p(3) R a(S) 为 G 在 曲面 (可 定向 或 不 可 定 
fl) 上 的 最 小 亏 格 , 亦 常 直接 称 最 小 可 定向 亏 格 或 最 小 不 可 
定向 亏 格 ,分别 用 zz(G) 或 az(G) 表示 . 图 G 的 最 小 亏 格 (5 
定向 或 不 可 定向 ) 在 文献 中 也 称 为 G 的 亏 格 (可 定向 或 不 可 定 
向 ). 


引 理 12.1.4 -AE G 可 岁入 的 曲面 的 亏 格 (可 定向 或 
不 可 定向 ) 是 它 的 最 大 亏 格 当 且 仅 当 在 3 上 不 存在 这 样 的 一 个 
嵌入 使 得 上 述 二 运算 {手柄 或 又 帐 ) 可 以 在 这 个 嵌入 上 进行 . 

证 ”因为 若 G 可 嵌入 到 5 上 使 得 可 进行 这 二 运算 (手柄 
3x MME), 则 由 引 理 12.1.2-3 可 知 S 的 亏 格 不 可 能 是 G 的 最 天 亏 
格 (可 定向 或 不 可 定向 ). 必要 性 得 证 . 

反之 ， 要 讨论 如 下 两 种 情形 . 

情形 1 设 曲面 是 可 定向 的 . 用 反 证 法 . UG) 为 曲面 
S' EB MRA, BSH p(5') 大 于 S 的 亏 格 p(5). 由 引 理 
12.1.1, 可 以 假设 p(5') = p(S) +1 而 不 失 一 般 性 . Wu EL. 通过 观 
察 可 知 ， 在 5' ERU FE — HEC MAM (12.1.4) 和 (12.1.5) 所 示 之 
结构 之 一 . 然而 , 因为 GS’) 至 少 有 一 个 面具 有 (12.1.5) 的 形式 
(SW, GE) 的 面 数 将 大 于 GE) 的 面 数 . 这 就 与 p(5") >p(5) 
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FA) 这 就 由 引 理 12.1.2 允许 在 G(X) 上 和 作 手 柄 之 道 运算 而 得 
到 5 上 的 一 个 性 入 .: 从而， 在 S 上 有 一 个 嵌入 使 得 可 以 作 一 
次 手柄 ， 与 给 定 的 条 件 了 矛盾 . 

情形 2 ” 设 曲面 是 不 可 定向 的 .因为 在 曲面 上 嵌入 的 条 
件 意 味 这 些 嵌 入 全 都 没有 一 边 在 两 个 面 的 公共 边界 上 . 由 此 可 
知 ， 它 们 全 只 有 一 个 面 . 根据 引 理 12.1.1, 可 知 它们 全 在 不 可 定 
(iy RE TE FS SHR ARK. 


综 上 二 情形， 引 理 得 证 . b 


由 引 理 12.1.4 证 明 中 的 情形 2, 我 们 还 知道 所 有 图 对 于 不 
可 定向 的 情况 皆 上 可 人 嵌 入 的 只 要 将 气 烙 为 0 的 曲面 同时 视 为 
可 定向 与 不 可 定向 (特殊 情形 ). 这 又 得 到 了 定理 2.2.4. 
为 方便 ， 对 于 一 个 图 G, 记 
| pu(G), 当 可 定向 时 ; 
gm(G) = 


gu(G), 当 不 可 定向 时 


(12.1.8) 


和 


(12.1.9) 
gL(G), 当 不 可 定向 时 . 


若 图 G 的 一 个 修 入 是 在 亏 格 为 gx (G)( 或 gr(G)) 的 曲面 
上 ， 则 称 它 为 G 的 最 大 (或 最 小 ) 亏 格 疙 入 ,或 更 准确 地 ， 对 于 
可 定向 和 不 可 定向 情形 分 别称 之 为 G 的 最 大 可 定向 (或 最 小 
可 定向 ) FRKA CFL 最 大 不 可 定向 (或 最 小 不 可 定向 ) FR 
A. 从 Euler 公式 ， 最 大 (或 最 小 ) 亏 格 幅 入 也 可 称 为 最 小 (或 
RMA) MRA, 


定理 12.1.1 对 二 一 个 图 G 和 一 个 整数 kgL(G) <k 


PLG), 当 可 定向 时 ; 
gL(G) = 


$122  EWBRAPE 305 


9M(G), FETHA NH S( 可 定向 或 不 可 定向 ) 上 的 一 个 
KA GS) 和 对 于 G 在 曲面 3 EUER GD), 存在 G 的 一 
个 最 小 (或 最 大 ) THRA GO) 使 得 从 GE) 出 发 可 以 通过 
fF k —9r(G) 1 (ga (G) — k) 次 运算 (FIR CHE) 而 得到 GE). 


证 ”因为 对 任 一 图 G, 总 有 一 个 最 小 (或 最 大 ) FRA 
G(21). H3 12.1.2-4, M GD 出 发 经 过 作 大 一 9rfG) 41 
(gu (G) — k) 次 运算 (FRM) 即 可 得 G 在 亏 格 为 大 的 曲面 
5S( 可 定向 或 不 可 定向 ) ES — 4 EA, G(Z). 定理 的 前 一 个 结论 
得 证 . 

进而 ,对 于 亏 格 为 的 曲面 $( 可 定向 或 不 可 定向 ) 上 的 一 
个 给 定 的 嵌入 GE), 由 引 理 12.1.2-4, 也 可 以 从 G(X)) 出 发 通过 
TE k — gL(G) +1 (gx(G) — k) 次 运算 (手柄 之 道 或 又 帽 之 逆 ) 求 
得 图 G 的 一 个 最 小 (或 最 大 ) S HOA. GED. 则 ， 用 前 一 结论 
证 明 中 的 方法 即 可 得 定理 的 后 一 个 结论 . 


根据 这 个 定理 ， 可 以 看 出 图 G 可 嵌入 的 曲面 亏 格 的 集合 
为 由 所 有 整数 组 成 的 全 序 集中 的 一 段 . 对 于 可 定向 和 不 可 定向 
情形 ， 这 个 段 被 分 别称 为 G 的 手柄 段 和 LHR, 统称 二 者 为 
G 的 9 4 B. 从 而 ， 手 醋 眉 和 叉 帽 段 也 分 别称 为 可 定向 亏 格 
段 和 不 可 定向 亏 格 入. FARA RRB RA 手柄 
KA RW. 当然 ， 这 两 种 数 均 为 图 的 组 合 不 变量 . 


812.2. EDA 


因为 对 于 不 可 定向 曲面 ， 一 个 图 G 的 上 可 嵌入 性 已 经 由 
定理 2.2.4 解决 ， 在 这 一 节 ， 我 们 只 集中 讨论 可 定向 的 情形 . 
WREG = (V, E) 的 一 个 在 曲面 上 的 嵌入 有 一 或 二 个 面 ， 则 分 
别称 它 为 G 的 一 个 ERDERA. 
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引 理 12.2.1 -*AGHEETRAK, HERY GA 
-AŽ RRA. ab ECT up EAN; 根据 Betti 3X (G) X 0 
X 1 (mod 2), oF FARO E ERN 2E dir EDU TEM. 


证 ”为 对 于 一 般 多 面 形 的 Euler 公式 (1.5.7) 的 一 个 直接 
结果 . t 


FZE, EM 2.2.4 表明 任何 一 个 图 在 不 可 定向 曲面 上 均 
APRA. 然而 ,对 于 一 个 图 在 可 定向 曲面 上 的 单 或 二 
面 可 嵌入 性 则 远 非 如 此 , 在 可 定向 曲面 上 ， 既 无 单 面 也 无 二 面 
蓄 入 的 图 之 最 简单 的 情形 如 图 12.2.1 所 示 . 若 否 , 由 引 理 12.2.1, 
这 个 图 只 可 能 在 环 面 上 有 一 个 二 面 插 入 . 不 管 怎样 ， 通 过 考虑 
所 有 可 能 之 情形 可 知 这 是 不 可 能 的 . 


图 1221 

对 于 图 G = (V, E) 的 一 个 支撑 树 T, 如 果 a 和 5 是 两 个 相 
邻 的 上 树 边 ， 则 称 图 G' =G- {a,b} HG 的 一 个 简单- 约 化 
图 , 也 可 以 说 G 为 mR T- 可 约 化 到 G'. 

引 理 12.2.2 4 G'X E G -(VE) 的 一 个 简单 了 约 化 
A. Al, REG 有 一 个 单 面 嵌 入 ， G 就 有 一 个 单 面 府 入 . 

证 设 G'= G — {a,b}. 其 中 ，a = (uv) Hl b= (v, w) 为 
对 卫 的 两 条 相 邻 的 上 树 边 . 4 e) 为 G AERAR 
记 . 


u(G) = (RSX). (122.1) 
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RH, uv 和 也 以 如 下 形式 中 的 次 序 出 现 


RvSiwXu. (12.2.2) 


自然 ， 这 是 不 失 一 般 性 的 ， 则 ， 可 以 将 aG) 延 拓 为 一 个 二 面 
RA u(G) 如 下 : 


L(G) = (Ra, a^! S X). (12.2.3) 


Hep, G=G'+a. 由 (12:23), G) 又 可 以 延 拓 为 G= G b 
AS — t S rii HA 


#(G) = (Rb Xa Sb *a^). (12.2.4) 


容易 看 出 ， p(G) 是 可 定向 的 ， 因 此 ,，G 与 G' 一 样 也 有 一 个 
ES t 


这 个 引 理 使 我 们 可 以 引进 一 种 运算 ， 称 为 349, 即 在 G 
的 一 个 选 定 的 支撑 树 了 的 基础 上 将 形式 .(12.2.2) 变 到 (12.2.4) 
之 运算 . . 
对 于 图 G 的 一 个 支撑 树 T, 将 ? 视 为 在 球面 上 的 一 个 由 
A. 若 在 了 的 基础 上 通过 作 一 系列 的 单 柄 加 得 到 G 的 一 个 单 
BRA &G), WK G 是 . 单 面 T- 可 扩张 的 


引 理 12.2.3 对 于 图 G = {VW 万 ) 的 一 个 支撑 树 T,G 是 
BH T- 可 扩张 的 当 且 仅 当 其 上 树 这 的 集合 可 以 划分 为 相 令 的 
边 对 . 

证 ”由 Eue 公式 ， 要 在 G Efe PO) 次 单 柄 加 才能 得 
到 G 的 一 个 单 面 嵌入 ， 且 ， 每 次 运算 到 二 个 相 邻 的 上 树 边 . 从 
而 ， 可 得 上 树 边 集 的 相 邻 边 对 划分 ， 这 就 有 必要 性 . 

反之 ， 由 上 树 边 集 的 相 邻 边 对 之 划分 ， 可 以 在 T 作为 球 
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面 嵌入 的 基础 b, ENANA AERA. ME, T 
c tes os EO dig E ARRA. AT, HES 
if. 


如 果 8(G) = 1 (mod 2), 由 引 理 12.2.1 W G RSA RAR 
A. 对 于 G 的 一 个 单 图 支撑 子 图 ， 用 +e 表示. HH TH 
G 的 一 个 支撑 树 和 e 为 一 个 上 树 边 . 这 时 总 能 将 荆 +e RAR 
球面 上 使 得 有 两 个 面 . 在 G 的 一 个 嵌入 中 ,那个 由 工 +e 中 图 
为 边界 的 面 被 称 为 LC da. 而 其 它 的 面 均 称 为 活动 面 . 对 于 一 
个 相 邻 的 上 树 边 对 {a,b}, a FA b LAE e, A G = G — (a,b) 被 
称 为 G 的 简单 (了 +e)- 约 化 图 和 G 被 称 为 简单 (并 +e)- 可 约 化 
BG". 


引 理 12.2.4 SG 为 G= (VE) 的 一 个 简单 (三 十 e)- 约 
化 图 WM. REG 有 一 个 二 面 嵌 入 G 就 有 一 个 二 面 谋 入 . 


证 MPO 的 二 面 嵌 入 中 的 活动 面 ， 利 用 与 引 理 12.2.2 
的 证 明 中 根 仿 的 过 程 ， 也 可 得 此 引 怪 . h 


对 于 G 的 一 个 单 轿 支撑 子 图 人 + e, # G 的 一 个 二 面 嵌 人 
可 以 在 了 +e 作为 球面 上 的 二 面 嵌 入 之 基础 上 对 于 活动 面 作 一 
系列 的 单 柄 加 而 得 到 ， 则 称 G 是 —4 (Tae T4 3k. 


引 理 122.5 ”对 于 G= (PP 杏 ) 的 一 个 单 园 支 撑 子 图 了 +e， 
GELE (The AP KM, EE OB MI e 外 的 所 有 上 树 这 的 
集合 可 以 分 划 为 相 邻 边 对 . 

证 因为 G 是 二 面 (T+e)- 可 扩张 的 . 由 Euler 公式 ，G 
的 一 个 二 画 檬 入 可 以 在 T+e 的 球面 上 的 二 面 嵌 入 的 基础 上 通 
atte EOI 次 单 柄 加 而 得 到 ， 因 为 每 作 一 次 单 柄 加 用 到 G 
的 一 对 不 含 。 的 相 邻 上 树 边 从 而 , 将 除 e 外 G 的 所 有 上 树 边 
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Aij MOA) 个 相 邻 对 这 就 得 到 了 必要 性 
反之 ， 由 那个 相 邻 边 对 的 划分 ， 可 以 在 工 +e 作为 球面 上 
的 一 个 二 面 伐 入 的 基础 上 ， 逐 对 作 单 柄 加 最后， 即 可 得 G 的 
一 个 在 亏 格 为 P070 — 的 曲面 上 的 一 个 二 面 通 入 ， 从 而 ， 充 
分 性 得 证 - 
对 于 图 G = (V, E) 在 一 个 可 定向 曲面 上 的 一 个 磅 入 BG), 
ETRA a = (wz) 和 6 = (vw) 在 同一 个 面 的 边界 按 以 下 次 序 


出 现 : 


| Ra Sb Xa Yo}, (12.2.5) 
由 在 G 上 去 掉 此 二 边 并 将 (12.2.5) 之 形式 变 为 
RYXS (12.2.6) 


之 运算 被 称 为 在 KG) 上 作 一 次 单 Fe. 因为 容易 看 出 , 在 uG) 
上 作 一 次 单 柄 减 所 得 的 图 实际 上 是 图 G' = G — (a, 0) YE TR EG 
u(G) 所 在 的 可 定向 曲面 的 气 格 小 1 的 可 定向 曲面 上 的 一 个 三 
A u(G^). 这 时 ， aC) 被 称 为 aG) 的 一 个 简单 约 化 嵌入 ,或 
者 说 G' 是 G 的 一 个 简单 约 化 图 . 

一 个 可 以 通过 在 ux(G) 上 作 一 系列 的 单 柄 减 而 得 到 的 幅 入 
被 称 为 KG) 的 AKA. 如 果 4(G) 的 一 个 约 化 苦 入 不 再 进 
一 步 简 单 地 被 约 化 ， 则 称 它 为 G 的 一 个 极 小 约 化 嵌入 . 


引 理 12.2.6 一 个 图 G 的 一 个 单 面 媒 入 的 所 有 极 小 约 
HRA BR E E opt. 


-证 若 G 本 身 不 是 树 ， 由 G BS RIERA TE, S(G)-0 
(mod 2). ll, G 至 少 有 二 条 上 树 边 . 由 G 的 连通 性 ， G 至 
少 有 一 个 节 的 次 不 小 于 3. HM, BRA RAM CRE 
BM, A(G) 有 一 个 节点 的 次 不 小 于 3 并 且 有 二 条 边 a 70 在 形 
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A (12.2.5) 中 . 对 = 和》 作 一 次 单 柄 减 , 得 uG), G = G- {a,b}, 
仍 为 可 定向 曲面 上 的 一 个 单 面 谋 入 ， 若 .G' 仍 非 树 ， 可 继续 作 
单 柄 减 . 由 G 之 YA 的 有 根性 ， 最 终 NT 得 到 一 个 树 不 再 可 简 
单 地 被 约 化 . i 


引 理 12.2.7 ”一 个 图 G B6 — TP — BRA HG) 的 极 小 约 
化 嵌入 全 是 球面 上 的 单 圈 图 . 

证 RCHKASAR- THER. :由 二 面 可 蔡 入 性 ，G 至 
少 有 三 条 上 树 边 . 进而 , 由 G 的 连通 性 和 非 单 转 性 ，x(G) 必 有 
一 个 面 ， 它 的 边界 如 形式 (12.2.5) 表示 使 得 a FR o BABA. 
从 而 ,可 以 在 MG) 上 作 一 次 单 柄 减 得 到 p(G”), G' = G — {a,b}, 
仍 为 可 定向 项 面 上 的 一 个 二 面 柑 入 ,用 与 引 理 12.2.6 的 证 明 相 
HOME, Moy Sa Sw. h 


基于 止 面 的 弛 型 , 我 们 可 以 提供 一 个 图 的 在 可 定向 曲面 上 
MERA, RRB SH PRA RE. 


定理 12.2.1 TERN = (VE) T, 面 的 三 个 说 法 
Fe SF Ore: 

(1)  G 在 可 定向 曲面 土 是 土 可 嵌入 的 , RH B2 2 12.2.1, 
G 在 可 定向 曲面 上 有 一 个 单 面 或 二 面 嵌 入 ; 

(2) ÆG 上 有 一 个 支撑 树 了 使 得 G 是 可 约 化 到 工 或 
T+e 的 . HY, eX Ev T X Ens 

(3 EAGELA-+KBT 使 得 其 上 树 至 多 有 一 个 奇 度 
WETH. i 

i (1) = (2). 引 理 12.2.6-7 的 一 个 直接 结果 . (2) 一 
(3). 由 (2), 所 有 上 树 边 (或 只 有 e 例外 ) 的 集合 可 以 划分 为 相 
邻 边 对 . 从 而 ， 上 和 树 的 连通 片 (或 仅 除 e 所 在 的 片 为 奇 度 的 外 ) 
全 是 偶 度 的 . 这 就 得 到 了 (3). 最 后 , 由 引 理 12.2.4-5, (3) — (1) 
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即 可 得 到 ， t 


从 上 上 述 结果 ， 我们 自然 要 引进 一 个 拓扑 不 变量 ， 并 称 之 为 
图 G 的 亏 数 , 即 
€(G) = min£(G; T). (12.2.7) 


HH, EGT) 为 上 树 了 的 奇 度 连通 片 数 和 T 为 G 的 所 有 支 
撑 树 的 集合 ， 由 定理 12.2.1, 即 可 得 如 下 推论 ， 


推论 12.2.1 ”一 个 连通 图 是 上 可 嵌入 的 , SER EG) < 
1. ld 

进而 , 利用 上 述 相 仿 的 方法 ， 我 们 还 可 发 现 图 的 最 大 亏 格 
与 图 的 亏 数 之 疗 的 关系 . 


推论 12.2.2 AFREA G = (VE), 有 
gu(@) = PE-O, (12.2.8) 
通过 在 图 中 找到 一 个 支撑 树 使 得 其 上 树 是 连通 的 , 我 们 即 
可 发 现 所 有 诸如 m 阶 完全 玫 Kan > 2; 完全 i 一 部 图 Kanan 
t 2 2, fii,R2,--^,u 之 1; n- 立方 体 图 Qn, n 2 2, 甚至 4— 边 连 通 
Pte oy = eh LL ARAB. 
这 里 的 全 部 讨论 均 可 应 用 到 不 可 定向 的 情形 ， 对 此 ， 我 们 
只 需 研 究 图 的 单 面 拍 入 就 足以 确定 其 上 可 嵌入 性 . 


312.3 HRA 


SHG = (V, E) 和 Au(G) AG 的 自 同 构 群 ， 设 A 为 
Aut(G) 的 一 个 非 平凡 的 子 群 . 则 ， 我 们 可 以 构造 另 一 个 图 ， 称 
为 G 的 商 图 ,并 用 G/A 表示 如 下 


G/A=(V/A, E/A). (12.3.1) 
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其 中 ， V/A Ñ EJA 分 别 有 形 式 
V/A = {Va (v)įvv € V}; 
| EJA = {En(bDlvb € E}. 


MWA,  Va(v) 与 Ex) 分 别 为 在 A ERI P ve V 与 be E G8 
ia, Hp 


Va(v) = (ulVvu € V, SAE AD u = Av]; 
Ea (b) = {elve € E, 34€ AS e= Ab). 


在 图 12.5.1 中 ， (a) 所 示 的 就 是 (b) 所 示 的 图 对 于 A = 
(1, (123)(456), {132)(465)} 的 商 图 . 当然 ，A 是 一 个 3 阶 的 循环 — 
群 ， 在 如 图 12.3.1(a)] 所 示 的 G/A rh, 


el = {(1, 5}, (2,6), (3, 4)}; 
ez = {(1,4), (2,5), (3, 6)); 
es = {(1,6), (2,4), (3, 5)}; 
e, = {{4, 5), (5,6), (6,4)]. 


对 于 G = (V,B) 的 节点 集 V 上 的 一 个 群 工 ERA v eV 
使 得 3y eT 一 {1}, w= v MAWRA e € BMA Ier- {1}, 
4e = e. lij, CRRA 自由 地 作用 在 YY E. 在 图 12.3.1 的 例子 
中 ， A 为 自由 地 作用 在 VV 上 ， 若 一 个 函数 quota: G 一 G/A 使 
得 

Vv € V, quota(v) = Valv); 
| (12.3.2) 


vee E, quota(e) = Ea(v), 
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则 ， 称 之 为 对 A 的 ARR. 对 于 二 个 图 G = (V, É) 和 GV E), 
若 一 个 映 象 cop: G > G 与 对 于 一 个 群 A 的 商 映 象 等 价 ， 则 
称 cop 为 一 个 A XX GO G B8 ALE RASTA. 同 
时 ， G 被 称 为 G 的 基础 图 . 事实 上 ， 我 们 有 如 下 的 形式 为 可 
交换 的 : 


G = aga 
quota T T is0 
G/A = G/A 


其 中 ， iso 表示 一 个 同 构 . 


{1,8,3} E 
Pd fs 
"ij el le i 4 M 
i : A * 
ec. FN 
Fl {4,3,6} ^N 7 d ANS hu 
/ i VL TRA 
` z ez — M 
B t ea ~ 
—á " 2 4 


(a) G/A (b) G 
E 12.3.1 


令 工 是 一 个 非 平 凡 的 群 ， 即 开关 1. X = {z1,z2,…, zn] 为 
r 的 所 有 生成 元 的 集合 . SHEMET AX 的 Cayley 名 图 ,用 
Cayl (F; X) = (7(T,zj, ETX) 表示 ， 即 这 样 一 个 在 边 上 带 色 
的 图 使 得 


Vit; X) =L; 
(12.3.3) 
ET; X) = (4 a, az > Ya ET, Yz € X}. 


其 中 ，z 表示 边 < aaz > 的 色 . 通常 用 co 表示 边 a, ar >， 
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如 果 在 Cayley 色 图 中 不 考 碟 边 的 方向 和 色 ， 则 称 之 为 第 
0 X Cayley Bl. 用 Caylo (UP; X) 表示 . BEM. MBE X 中 有 一 
个 二 阶 的 生成 元 r, 则 对 于 所 有 二 阶 生成 元 x, 把 ze 和 ton 合 
而 为 一 ， 这 样 所 得 的 称 为 第 1 类 Cayley A. 用 Cayl (T; X) & 
<. 并 且 ， 将 Cayol; X) 和 Cay (T; X) 统称 为 Cayley R- 
在 图 12.3.2 F, (a), (b) 和 (c) 分 别 表示 Cayley 色 图 ， 第 0 类 
Cayley 图 和 第 1 类 Cayley 图 ， 其 中 ， 这 个 群 工 为 4 阶 循环 群 
Z4 = {0,1,2,3}, 生成 元 的 集合 X = (2,3). 


2 
Ped 5. 3 
X EN E 
Mon ES 1 g 
4 » j L^ ^d, H SERM A 
F; P pa . 1 Y 
é cen ^ E M S 
E FE HZ y 
L RON qu NR 
e Lh. IONN ] Y d PN E 
{oo  Z m 
1 55 3, 2-75 81 E 


(a) Cayl(Z4;{2,3}) — (b)Cayl((Zai (2,3)) (€) Cala (Za; {2,3}) 
Hi 12.3.2 
可 以 验证 , Cayl(FX) 和 Cayls(F; X) E 2n- ERA, ii 
Cayl (F; X) 则 是 (2n — k)- EWH, HRP, kA X 中 二 阶 生 成 
元 的 数目 和 [X| =n. 进而 ， 还 可 看 出 Caylo(T;X) 具有 一 类 总 
体 对 称 性 : Vuve V(T; X), 


Je € Aut(Caylo(T; X)) 3 u = av. 


并 称 之 为 节点 可 过 性 . 


引 理 12,3.1 T-A, X HHERTABRS. H 
AG Aut (Caylo(T; X) 5 T 的 一 个 子 群 同 构 ， 则 ， 人 自由 地 作 
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用 在 Cayley 图 Caylo(T; X) E- 
证 Br A 一 TT 是 一 个 双 射 . 令 ua e A 为 一 个 自 同 构 
且 使 得 r(ae) = a ET. 则 ， 可 以 看 出 : 


Yv € WT; X), ev = av (12.3.4) 
和 av — v HHR a — 1, BET RIZ AC; 
Vay € Eo(L; X), Qa Ey = Lav (12.3.5) 


和 ta = zs 当 且 仅 当 a = 1. EF, zeX. VT; X) Al Eo(T; X) 
分 别 为 Caylo (TF; X) 的 节点 集 和 边 集 ， 由 此 ， 即 得 引 理 ， t 


对 于 一 个 多 面 形 E = X(VE.F) 或 记 为 L(G) = (F). 其 
HP, G=(V,E) VB 和 下 分 别 为 2 的 节点 集 ， 边 集 和 面 集 . 
如 果 A 是 Aut (5) 的 一 个 子 群 ，Anut (£) 为 了 的 自 同 构 群 ， 则 
CMP AM RF HY, A EARR RELA 


E/A = (V/A, E/A, FJA). (12.3.6) 
其 中 ， V/A 和 E/A 如 (12.3.1) 中 所 确定 而 且 
F/A = (FA(h)|Vh € F}; 
Falh) = (JIVf € 33 € A> f = Aa}. 


进而 ， 对 于 一 个 图 G = (V, E) EM LARA MG), 我 们 还 可 
以 定义 BRA, 用 u(G)/A 表示 ， 其 中 A C Aut (uG), 如 下 : 


u(G)/A = (G/A, F/A). (12.3.7) - 


RH, FA o(G) 的 面 集 . in EE 12.3.1(b) 给 出 的 图 G 
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(G) = X(G) 


= (abe,b lgh fe ! kl la led! 
lj! hi-1c-1 jk-1ig-1df-!) 
C P3. 


其 中 ， a = (5,4), b = (4,6), c = (6,5, d= (1,4), e = (5,1), 
f= (6,1), g= (4, 3), h= (3,6), i= (5,3), j= (6, 2), k= (5,2), 
f= (4,2). 则 ， G 对 于 那里 的 A SARAH 


B(G)/A = X(G/A) = (A, A BC! DB ICD’) c P4. 


其 中 ， A= {a,b,c}, B= {i,e,9}, C = {k,d, h}, D = {1, f i}. 这 
BAER TEE T RTA RAM FTE A 的 商 嵌 入 的 一 
种 简单 过 程 . 

然而 ， 对 于 我 们 更 为 重要 的 则 是 其 逆 问 题 ， 即 从 对 于 某 群 
A HRE G/A BARRARE G 的 一 个 府 入 ， 

所 谓 群 权 图 , 用 G(T) = (VET) 表示 ， 即 指 这 样 的 一 个 
有 向 图 G = (V.E) 使 得 它 的 边 用 一 个 群 工 中 的 一 个 元 素 作 为 
FX. 当然 ， 如 果 一 :条 边 的 权 为 oT, 则 此 边 的 道 方向 就 有 权 
a, Hl a ÆT PZ. KH. T 被 称 为 GT) 的 Re A 
G = (V xT,E x D) 被 称 为 G 对 于 TT 的 ( 右 ) 扩 充 图 . 如 果 群 中 
元 素 作为 权 分 配 到 G = (V,EB) 上 ， 则 对 于 任何 we V， 


$ — {vaiva € T) e V, 


疼 =VxD 为 扩充 图 G 的 节点 集 ， 被 称 为 w 上 的 纤维 . 相仿 
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地 ， 对 于 e= (u,v) € E, 
ê = {e,|\Va € T', eq = (us, vas) }, 


其 中 2 Ae EMM, MRA e 上 的 纤维 . Hee V EBA 
维 中 的 节点 映 到 v 同时 将 ee E 上 纤维 中 的 边 映 到 e MRE 
nalp : GoG BH 自然 投影 . 一 个 径 


W = efte? .. 9575 (12.3.8) 
的 网 权 被 定义 为 其 上 边 的 权 的 积 
afei)a(e22) -- ales"). 


其 中 ， 6 = +1( 常 被 略 之 ), 或 -1 分 别 表示 沿 e 向 前 或 向 后 之 
方向 ， 在 基础 图 中 一 条 径 W, 如 (12.3.8) 所 示 ， 的 一 个 提升 是 
指 在 其 扩充 图 G 的 一 条 径 


W = e169 gie (12.3.9) 
使 得 边 ĉi 为 €i 上 的 纤维 êi 中 的 边 ， i= 1,2, tO, 8. 


引 理 12.3.2 A W 3 —S T HERA G(T) 中 的 一 条 
Z. CRRA u 则 ， 对 % 上 纤维 中 的 每 一 个 节点 ua,a ET， 
W 有 唯一 的 提升 以 ws 为 始 端 , 

证 ”首先 ， 考察 W 的 以 4 为 始 端 的 第 一 边 e1. He = 
(u,v) BERIA b. W, ZEW 的 提升 中 以 w。 为 始 端 的 边 只 有 
(tartas) 另 一 方面 ， 若 el = (vu) ALO}. WU, TE W 的 提升 
中 只 有 (va, tas)? = (ta, Vap-i}, RP (Ya, 551)! = (ua, Vab). ZR 
后 ， 由 第 一 边 之 唯一 性 ， W 的 提升 中 第 二 边 也 是 叭 一 的 .如 
此 下 去 ， 由 长 度 的 有 限 性 ， 即 得 引 理 . 4 
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4 W SAP Cot, PUSS BE Abe! 群 时 ， 则 
C 上 的 两 权 与 始 节 点 的 选择 无 关 ， 若 它 不 是 Abel 的 ， 则 相应 
于 始 端的 不 同 选择 的 C 上 的 不 同 的 网 权 全 是 共 轿 的 从 而 ， 
在 群 中 有 相同 的 阶 ， 当 然 ，C 的 在 逆 方 向 上 的 网 权 为 C 的 网 
HŠ. ETEA 12.3.2, 进一步 有 如 下 | 


引 理 12.3.3 — 4C Àj —FET H-SARA G 中 的 一 个 
k- RH (F4 C 上 的 网 权 在 了 中 为 m HA. WW, A nap (C7?) 
所 表示 的 C 的 所 有 提升 之 并 的 每 个 连通 片 均 为 km- BAAR 
Tim 个 这 样 的 连通 片 . 


证 C 为 一 个 回 (RAW, 以 u 为 起 端 . dH 
W 上 的 网 权 和 u 为 wx 上 纤维 中 的 一 个 节点 、 刚 ， naip-1(C) 
”会 wa 的 连通 片 由 回 WE 2 RE 12.3.2 MED W 的 唯一 提升 )， 
Wor, 39- 中 的 边 形 成 . 这 些 回 草 一端 接 一 端 相 连 . 
从 而 ， 为 一 个 km- Bl. 对 于 由 网 权 上 产生 的 循环 群 的 IT |/m 个 
左 障 集 的 每 一 个 ， 有 nap (C) 的 唯一 个 连通 片 、 即 得 引 理 . 


4 GT) 为 一 个 群 权 图 . 对 每 个 a eT, MH, $ 
7T,:G6 > G : (12.3.10) 


使 得 ralo) = vos( 在 节点 上 ) 和 rale) = ews( 在 边 上 ). RAB 
WE. 7. 是 G(T) 的 扩充 图 避 上 的 一 个 自 同 构 , ES EE 
n 是 么 元 和 mm he EKARI. 进而 , 还 知 没有 7,0 #1， 
带 不 动 节 点 或 不 动 边 ， 换言之 ， nacer 是 自由 地 作用 到 G 
b. 这 样 ， 工 同 构 于 Aut (G) 的 一 个 子 群 . 


定理 12.3.1 4 G(T) 为 一 群 T WKAR. ĜT 
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G(P) = G/T. (12.3.11) 


证 ”因为 了 AHT Aut (G) 的 一 个 子 群 ， 从 (12.3.10) BI 
得 定理 . i 


这 个 定理 使 我 们 对 于 图 G ELEGIR RAC 和 覆盖 
图 G 加 以 区 别 . 

一 个 群 权 图 GD), 若 所 有 在 GT) 中 图 的 网 权 均 为 的 乏 
元 ， 或 者 说 满足 Kirchhoff 电压 定律 (KVL), 则 称 之 为 电压 图 . 
当 一 个 电压 图 悉 入 到 曲面 直 ， 其 在 此 曲 画 上 对 俩 嵌入 的 基准 图 
被 称 为 电流 图 .不管 电 压 图 还 是 电流 图 均 曾 用 来 求 完全 图 在 
曲面 上 的 三 角 谢 分， 事实 上， 它们 在 研究 Cayley 图 或 者 它 的 
HE, Schreier 图 的 曲面 媒 入 时 尤其 青 效 .已 经 知道 ， 大 多 数 
的 正则 图 均 为 Sehreier 图 . PFI Schrier 色 图 用 Sch(T : A; X) 
表示 ， 其 中 心 为 了 的 一 个 子 群 ，X 为 的 生成 元 的 集合 ， 是 
这 样 的 图 使 得 节点 集 为 在 了 中 人 的 ( 右 ) BSE ( 当 A 非 正 规 时 } 
ARE, AT: A 表示 和 由 aer AH ze X 指向 ano 即 . 
<eazr> RE Cayley 色 图 情形 相仿 也 简 记 为 za 作为 边 . 同样 
地 ， 还 可 定义 £0 类 Schreier 图 , FH Scho(T : A; X) 表示 ， 和 
第 1 类 Schreier 图 , 用 Sch (T; ^; X)e BAR. 但 ， 这 时 一 个 2- 有 
向 笑 上 的 色 不 一 定 在 了 中 为 2 阶 的 . EAE Sehi(T : A X) 
中 也 变 为 一 条 边 ， 将 Scho(T; A; X) 和 : Sels(F : AX) 也 统称 为 
Schreier 图 , 并 记 为 Seh: A; X). 例如 ,在 图 12.3.3 中 ，(a),{b) 
和 (c) 分 别 为 Schreier 色 图 , 第 0 类 Schreier 图 积 第 1 类 Schreier 
FH. 其 中 ， 工 = {0,1,2,3} = Z,. A = {0,2} MX = (2,3). 这 
— Wh BRA 是 正规 的 . CERAH A 和 A, = {1,3} 表示 ， 
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-一 


PA 12.3.3 


定理 12.32 4T E—^4EH, EX XS CLERI ES. 
Rl, Cayley 图 Caylo(T, X) ERR B, 的 一 个 覆盖 ， 其 中 ， B, 
为 由 一 个 芝 点 和 nn 个 环 组 成 的 图 . 


证 Way B. 的 那个 节点 和 ei,i 二 1,2,…,n, 为 Bn 中 的 
n 个 环 .如 果 生 成 元 z; € X RAMA e EEKE, i= 1,2,---,n, 
则 可 以 看 出 覆盖 图 B. 与 这 个 Cayley 色 图 Cayir, X) AW. [8 
为 7: By, 一 Cayi(T,XX) 使 得 


7(v4) =a, a € Y; 
T(e;,a) = (zia), zi € X,a c T 
就 是 一 个 同 构 ， 定理 得 证 . h 
另外， 由 定理 12.3.1, 4 G 是 B, 的 一 个 履 盖 图 和 若 这 个 关 
KET 为 自由 地 作用 在 G E, WAT 中 元 素 作 为 权 到 B, 上 
的 一 个 分 配 , 使 得 分 配 的 权 生 成 工 并 日 覆盖 图 B, 与 G 同 构 - 
$12.4 下 可 嵌入 性 


设 一 个 图 有 一 个 三 角 剖 分 , 即 曲面 上 的 这 样 一 个 嵌入 使 得 
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所 有 的 面 篆 三 角形 : 一 个 图 的 三 角 训 分 性 , 即 指 确 定 这 个 图 在 
曲面 上 是 否 有 三 角 剖 分 . 它 对 于 研究 图 在 曲面 上 的 下 可 能 入 性 
曾 起 过 重要 作用 . FEE, 阶 完全 图 K 的 下 可 嵌入 性 就 是 
所 谓 引线 问题 . 它 是 由 Hilbert 和 Cohn-Vossen 在 [HiC1] 中 提 
到 的 . 特别 是 它 被 用 来 证 明 Heawood 地 图 着 色 定 理 的 主要 的 而 
且 是 最 困难 的 部 分 . 这 方面 的 详情 可 参见 [Rin3, Liu13-17]. 本 
节 只 讨论 论证 天。 的 下 可 艇 人 性 之 核心 思想 ， 这 就 是 利用 商 族 
入 以 电压 图 { 或 对 偶 地 ， 电 流 图 ) 之 形式 相应 地 构造 图 的 下 内 
a: 


引 理 12.4.1 = (WE) 在 曲面 PLU Qu) E HARK 

a(G), CURA. poe | 分 当 且 仅 当 在 FPA 
epu GR 2]|V|-4-29) ^E, KS Hh EPA 
3|V| - 6 + 6p, 3|V| — 6 + 3p) Kid. 


XE AA (G) A PG Q) ERST TP RALEL RET UL — 
fe, ^H 3|F|  2|E,. 由 Euler 公式 (1.5.7), 有 


|F[-2]V| -4-- 4p (BR 2]V] — 4 + 29). 


这 就 得 到 了 必要 性 . 

RL, ATR AYR A 2|V | - 4+ Ap (8 2|V | 4-29), 由 于 p(G) 
是 一 个 嵌入 ， 使 我 们 可 以 用 Euler 公式 (1.5.7) 知 3|F| = 2|E]. 
这 就 意味 a(G) 的 所 有 面 必 次 三 角形 ， 即 得 充分 性 . 4 


事实 上 ， 任 何 一 个 nn 阶 图 G = (V, E), BI |V| = n, 总 可 视 
AK, WTE. AH t 表示 K 中 不 属于 互 的 边 的 数目 ， 并 用 

- (t) RARE Ka 中 去 掉 t 条 边 后 所 得 的 图 ， 则 G 自然 属于 
这 种 类 型 的 图 . 这 就 允许 我 们 在 研究 一 般 图 (当然 ， 简 单 旦 连 
通 的 ) 的 三 角 章 分 性 时 只 就 Ka- {tj 而 论 . 
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引 理 12.4.2 # K,— (t) 在 曲面 ,p> 0, 上 有 一 个 三 
AAD, WLA 
_ (n—3)(n — 4) — 2t 


p= T (12.4.1) 
Hon 为 下 面 四 种 情形 之 一 : 
0,3,4, K 7 (mod 12)， 当 t=0 (mod 6); 
2, X 5 (mod 12), X t= 1 (mod 6); 
— (12.4.2) 
1,6,9 3 10 (mod 12), ¥ t — 3 (mod 6); 
8 或 11 (mod 12), 35 t= 4 (mod 6). 
其 中 t= 2, 或 5 (mod 6) 是 不 会 出 现 的 
证 由 引 理 124.1, 有 
n sinc] E pce 
这 就 意味 
_ 如 一 3)(n — 4) 一 2 
12 
即 得 关系 (12.41). 由 ?的 整数 人 性， 有 
(n — 3)(n — 4) — 2t = 0 (mod 12). (12.4.3) 


因为 只 和 需 对 0 < n< 11 和 0 <t<5 讨论 关系 (1243). Bite 
举 可 知 当 t+= 2, 或 5 it, PEE n WE (12.4.3) 和 对 t= 0,1,3 
或 4 允许 关系 (12.4.3). 从 而 ， 进 一 步 可 得 (12.4.2). 1 


引 理 12.43 # K.— (t) Quasi 上 有 一 个 三 


$124 下 可 媒人 性 
AB. RAE 
_ (n - 3Y(n — 4) - 2t 
RD EE 
和 为 如 下 二 种 情形 之 一 : 
0,1,3, Z 4 (mod 6), 当 .t — 0 (mod 3); 
2, X 5 (mod 6), 3 t —1 (mod 3). 
同时 ，t=2(moa3) 是 不 会 出 现 的 . 


证 ”由 引 理 12.4.1, 有 


MD -=3n-6+39 


这 就 意味 
(n — 3)(n — 4) — 2t 
i 


即 得 (12.4.4). Hg 为 整数 ， 有 


(n — 3)(n — 4) — 2t 2 0 (mod 6). 
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(12.4.4) 


(12.4.5) 


(12.4.6) 


因为 只 需 对 0<n<5 和 0<t<2 讨论 (12.4.6). 通过 枚 举 ， 即 
AIJE t = 2 (mod 3) 不 可 能 出 现 和 当 t= 0, 或 1 (mod 3) 时 即 


导致 (12.4.5). 引 理 得 证 - 


4 


由 于 K, 为 Kn 一 {的 t=0 之 情形 ， 从 引 理 12.4.2-3 即 


得 下 面 的 


推论 12.4.1 # Kn 在 曲面 Pp( 或 Q) 上 有 三 角 剖 分 ， 


则 必 有 


pe eo 30-9 is - oe) 


(12.4.7) 


ds 第 十 二 章 曲面 可 嵌入 性 
fon 只 能 为 如 下 的 情形 之 一 : 
n :-0,3,4, 或 7 (mod 12) (BR 0,1,3, 或 4(mod 6)). — (12.4.8) 


更 重要 也 更 困难 的 部 分 是 考察 (12.4.7) 和 (12.4.8) 对 于 Kn 
具有 三 角 痢 分 是 否 充分 . 为 完成 这 部 分 ， 我 们 要 构造 Ki EF 
格 如 (12.47) 给 出 的 曲面 上 的 三 角 剖 分 . 其 中 ， n WERI 
(12,4,8). 这 一 任务 可 以 通过 利用 商 媒 入 或 更 准确 地 电流 图 (或 
对 偶 地 , 电压 图 } 之 嵌入 来 完成 , 这 里 , 典型 且 较 容易 的 情形 为 对 
于 ”= 了 (mod 12). 当然 , 是 在 可 定向 的 情形 下 . EW n = 12547, 
s 2 0, WU, xXx Et E, 有 12s+7 个 节点 和 (125 4- 7)(65 4-3) RA. 
我 们 的 目标 是 构造 Ka 的 一 个 嵌入 具有 025 - 7) (45 +2) 个 面 ， 
节点 数 ， 边 数 和 面 数 的 最 大 公约 数 为 1i2s 7. 由 此 ， 一 个 可 能 
的 途径 是 考察 一 个 有 4s 十 2 个 节点 ， 6s + 3 条 边 和 一 个 面 的 
BON EON K BRA ZR A. FXE, eK 
入 的 对 偶 为 一 个 含有 6s + 3 个 环 的 环 束 在 曲面 Pri 上 的 一 个 
RRA. 只 要 这 个 候选 者 被 找到 ， 剩 下 的 问题 就 是 如 何 找到 这 个 
群 使 得 对 于 它 这 个 候选 者 确 为 一 个 商 戏 入 . 由 于 它 有 6+3% 
边 ， 这 就 建议 我 们 要 找 一 个 12s + 7 阶 的 群 以 便 将 它 的 65 + 3 
个 ， 其 中 任何 两 个 均 互 不 为 道 ， 元 素 分 配给 这 6s+ 3 条 边 ， 同 
时 在 每 个 3- 节点 处 满足 Kirchhoff 电流 定律 (mod 12s + 7). 

若 我 们 取 212,47, 即 模 12s +7 的 整数 群 ， 为 这 个 群 ， 则 ， 
总 可 以 找到 满足 所 述 条 件 的 权 分 配 . 对 s > 1, 这 个 一 般 的 电流 
图 在 图 12.4.1 中 给 出 . 其 中 ， 实 圆 点 所 表示 的 节点 处 的 旋 为 道 
时 针 方 向 ， 自 然 ， 那 些 以 小 圆圈 表示 的 节点 人 的 旋 为 顺 时 针 方 
向 .未 标示 出 权 的 边 上 的 之 权 三 依照 Kirchhoff 电流 定律 从 给 
出 的 权 沿 Hamilton 图 (vo er, tasa) 依次 导出 ， 在 每 一 条 边 
二 贸 的 细 虚 线 是 依 所 示 的 方向 根据 旅行 规则 (82.1) 所 得 的 那个 
面 的 边界 . 由 Euler 公式 可 知 它 是 在 曲面 Po 上 的 一 个 嵌入 . 
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12.4.1 


现在 , 我 们 可 以 容易 地 从 电流 图 在 Po CRA, BER 
A. PREMERA. 事实 土 ， 只 要 将 电流 图 代入 的 那个 面 
边界 所 确定 的 权 的 循环 序列 对 这 个 群 每 一 个 元 作 群 的 运算 即 
可 得 到 . 因为 共有 12s - 7 个 元 可 产生 12s +7 AA. 这 个 覆盖 
艇 入 的 对 偶 就 是 K,, n = 12s+7,s > 1, 在 亏 格 为 12s2+?7s 十 1( 由 
(12.4.7) 所 确定 ) 的 可 定向 曲面 上 的 一 个 三 角 训 分 . 

因为 商 戏 入 不 含 *= 0 的 情形 ， 我 们 还 要 看 是 否 K 可 以 
在 亏 格 为 1 的 可 定向 曲面 上 ( 即 环 面 ) 有 三 角 剖 分 , 在 图 12.4.2 
中 就 给 出 了 这 个 三 角 放 分 . 


4 a — #8 
ai. unde 1 
P Pee 
5 LM é 
p e E Ss 
LER FEN 
prt pure n E . 
4 = E = —: 4 
图 12.4.2 


与 情形 s = 7 (mod 12) 相仿 地 , 我 们 也 可 以 为 构造 出 天 wm = 
0,3 和 4 (mod 12), 在 相应 的 可 定向 曲面 上 的 三 角 剖 分 先 找 出 一 
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MERA. 不 过 ， 对 这 些 情形 均 需 引入 一 些 各 有 特色 的 
技巧 才能 利用 这 个 一 般 的 方法 . 这 就 是 说 ， 我们 可 以 得 到 如 下 
的 


8|f8 12.4.4 xf —0,3,4 È 7 (mod 12), Kn, EGRA 
如 (12.7) 所 示 的 p A d E LAS. à 


对 于 不 可 定向 曲面 , 我 们 这 里 也 仅 分 析 一 个 典型 有 目 较 简单 
的 铺 形 ， 这 就 是 n=0 (mod 12). 

首先 , 从 图 12.4.3 的 (a) 可 以 看 出 Ku 对 Zi 为 权 群 (电压 ) 
的 商 图 (电压 图 } 的 一 个 在 Qa, 即 Klein HR, EMS —TPRA. 通 
过 此 , 先 构造 Ku 在 不 可 定向 曲面 Qu 上 的 一 个 嵌入 . 它 有 11 
个 节点 ，55 RAR 34 个 面 . 在 面 中 , 有 33 个 三 角形 的 一 个 边 
FEA nME 然后 ， 再 由 这 个 嵌入 求 Kiz 在 Qu 上 的 一 个 
三 角 放 分， 事实 上 ， 只 要 在 那个 边界 长 为 11 的 面 内 引进 一 个 
节点 并 与 边界 上 11 个 节点 都 连 上 边 即 得 .在 图 12.4.3(a) P, 
带 阴影 的 部 分 表示 在 相应 的 区 域 中 有 一 个 叉 帆 ,也 就 是 说 , W 
二 个 分 别 带 权 230368971 PSF. PE 12.4.3(b) 给 出 了 {a) 的 对 候 
WE. EREE Qo FHRA- 


(a) (b) 


图 12.4.3 
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一 般 地 ， 即 对 于 s > 2, n = 12n, 我 们 利用 群 Zu 上 
的 电流 图 如 图 12.4.4 ERRARE Kai RAZR. 其 
中 ， 只 一 个 画 边 界 长 为 4 一 1, BB Kni 的 一 个 Hamilton 图， 其 
它 所 有 面 皆 三 角形 . AR, 它 所 在 的 不 可 定向 曲面 的 亏 格 为 由 
(12.4.7) 给 出 ， 最 后 ， 在 这 个 例外 面 中 引进 一 个 新 的 节点 并 与 
这 个 Hamilton 圈 上 每 一 节点 连 一 边 即 可 得 所 雪 求 的 Kn 的 三 
fair. 


a 5 0000 (eis Bid) scu. Er 
eene ora ims IGNARA ETT T EE n 
TE di Tn 
Si T T 1 
$e6 7. LES ee. 
HH 51 s» 
TE "d 
| ED 
OP EE EE ed 
E "$77 vu ROGA NOUO Meli Uo 
[oe A | 
图 12.4.4 


用 相仿 的 方法 , 但 必须 对 每 种 情形 作 具 和 体 分 析 并 作 一 些 很 
巧 钞 的 处 理 ,我们 也 可 对 n=0,1 和 7(n 关 7),3 和 9, 或 4 种 10 
(mod 12) RE Ky, 在 亏 格 由 (12.4.7) 确定 的 不 可 定向 曲面 上 的 
bs. Am 我 们 有 


3B8 12.4.5 WF n=01(n 47, 因为 可 以 证 明 Kr 不 
可 能 在 Klein Mt A= ABD), 3, 或 4 (mod 6), Kn HEF edm 
(12.4.7) 所 确定 的 不 可 定 笛 曲面 上 有 三 角 章 分 . i 


由 引 理 12.4.4-5, 可 见 条 件 (12.4.8) 对 于 Kn RHE n= 了 
的 不 可 定向 情形 这 个 仅 有 的 例外 ， 具有 三 角 齐 分 是 充分 的 , 而 
且 ， 还 可 以 看 出 对 于 ”= 0,3,4 或 了 (mod 12) (n = 0,1(n z 7), 
3, 或 4 (mod 6)), Kn 在 可 定向 {不 可 定向 ) HA Lee FR 
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入 的 . 进而 ， 通 过 讨论 Ks Kj n = 5 (mod 12); Kn — Ks, 
n = 1,6 BK 10 (mod 12); Kn — Ks, n = 11 (mod 12), WR Kaas 
的 一 些 子 图 ， n = 2,8, 或 9 (mod 12), 的 三 角 剖 分 性 ， 同 时 用 
一 些 巧 妙 的 变换 ， 可 以 表明 n 阶 完全 图 Ka BYWRARMS 
Hey [AEA] 的 可 定向 曲面 上 的 ， 在 上 面 的 叙述 中 ， 
Kn- Kr, 7 = 2,3,5, 是 指 在 K, 中 去 掉 它 的 一 个 完全 子 图 K. 的 
所 有 边 而 得 到 的 图 ， 这 就 使 我 们 有 


定理 12.4.1 ”完全 图 Kn,n > 3, 在 可 定向 曲面 上 全 是 下 
TRKA H. 


证 ”由 引 理 12.4.4 和 上 面 所 讨论 的 ， 可 以 看 出 Kn,n > 3, 
总 可 嵌入 到 ,p= [9-909]. 上， mg, 


12 
(Kna) € n(n —1)— 
[m = [See 
由 推论 12.1.1 即 得 定理 . i 


对 于 不 可 定向 曲面 ， 剩 下 的 情形 为 ”= 2,5,8 和 11 (mod 
12). 通过 讨论 K, — Ka, n = 5 3Ẹ 11 (mod 12); Kn 带 上 二 条 附加 
Xl n=2(mod 12); UR Kasi 的 一 个 子 图 ， n= 8 (mod 12), 
R= AE R27 SERA, R K, 可 以 嵌入 
到 Qs E. Hob, a= [I] 从 而 ， 我 们 也 有 
定理 12.4.2 ZAR Kn,n > 3,n 关 7, 在 不 可 定向 曲面 
LA ACTA B. 


证 “由 引 理 12.4.5 ALSTON, TUAH Sun > 3， 
nz 总 可 嵌入 到 不 可 定向 曲面 9 E a= [e 917 


812.5 iki 329 


mH. 


=| = Bea) m OPEN 


806.) +1 -|5 2 3 


由 推论 12.1.2, 即 得 定理 ， t 


最 后 , 我 们 还 要 指出 , 对 于 无 三 角形 (GU. 3- BD 的 图 , 推论 


1214 和 推论 1242 中 的 下 界 可 以 分 别 改进 为 [SC 73] 


amen qm 2022] ( 当 不 可 定向 时 ) Bate Fi 


入 , 自然 指 在 亏 格 为 [809279 (可 定向 时 ) 或 [十 
(不 可 定向 时 ) 的 曲面 上 的 嵌入 ， 其 中 ， vA < 分 别 为 图 G 的 
阶 与 度 ， 这 里 的 方法 也 可 用 于 确定 Kan Knnn: S> 3, Qs 
以 及 其 它 一 些 有 4- 图 的 图 的 下 可 嵌入 性 


812.5 ic 


12.5.1 FRO HE IB OY HR ATE SPUR PELE Heawood 地 图 着 
色 猜 想 . Heawood 于 1890 年 提出 了 这 个 猜想 [Hb1]. Hilbert 和 
Cohn-Vossen 将 它 的 解决 归结 为 引线 问题 [HiC1] 一 直到 1968 
年 ， 这 个 猜想 才 变 成 了 定理 . 其 完备 的 证 明 可 参 克 [Rin3]. 在 
[Liu13-17] 中 ， 还 可 以 看 到 对 于 这 个 证 明 的 简化 与 对 一 些 概念 
We. 间 时 ， 也 可 以 看 到 直到 70 FERRARA 
的 文献 . 这 一 专题 的 研究 近况 在 [GroT1] 中 有 所 介绍 . 

12.5.2 ”从 一 个 图 的 支撑 树 嵌 入 到 球面 上 开始 以 算法 的 
形式 确定 这 个 图 的 最 大 亏 格 (可 定向 或 不 可 定向 的 ) 之 方法 出 
Ej 1979 年 [Liu8-9]. 同时 ， 在 这 一 年 里 也 出 现 了 用 图 的 亏 数 表 
征 它 的 可 定向 最 大 气 格 [Xuoll. 


12.5.3 ”虽然 已 经 证 明 很 多 类 的 图 在 可 定向 曲面 上 是 上 
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ARAB [Liu10. 一 般 地 ， 3- 正则 的 图 在 什么 样 的 明显 条 件 
下 是 上 可 巷 入 的 似乎 仍然 是 我 们 现在 尚 不 清楚 的 一 个 核心 的 
问题 . 


12.5.4 ”电流 图 是 由 Gustin 于 1963 年 首先 引进 的 [Gui]. 
之 后 ， 由 Youngs 提出 了 重要 改进 [Youl]. 其 对 偶 形 式 ， 即 电压 
图 是 于 70 年 代 由 Gross 首先 利用 . 接着， 又 由 Tucker 作出 了 
改进 [GroT1. 不 管 怎样 , 在 一 个 给 定 图 上 分 配 权 (电流 或 电压 ) 
是 一 类 组 合 设计 问题 。 这 个 问题 距 完满 解决 仍 很 遇 远 . 


12.5.5 ”通过 改进 椎 论 12.1.1-2 中 的 下 界 , 很 多 类 的 下 可 
嵌入 性 问题 可 以 相应 地 提出 ， 然而， 即使 是 确定 一 个 图 具有 三 
角 剖 分 的 表征 仍 距 完满 解决 尚 很 有 还 远 . 现在 ,我们 仅 知 道 一 些 
部 分 的 解答 ， 例 如 K — Ko, K — Ka, K — Ks 等 [Liul3-17]. 


12.5.6 如何 用 禁用 构 形 表征 一 个 图 是 否 在 给 定 亏 格 的 
曲面 上 有 一 个 嵌入 至 今 仍 是 很 活 政 的 . 然 ， 已 被 证 明 对 于 给 定 
亏 格 的 曲面 , 图 在 其 上 的 可 个 入 性 可 以 用 有 根 个 禁用 构 形 表征 
[RS1-3， 不 管 怎样 ， 除 了 熟知 的 Kuratowski 定理 用 两 个 图 Ks 
和 Ks.s 组 成 了 对 图 的 平面 性 ， 或 者 说 对 于 在 Po LATA 
性 的 禁用 构 形 的 完备 集 [Kul]. 还 知道 对 于 图 在 射影 平面 Qs 
土 的 可 谷 入 性 的 禁用 构 形 的 完备 集 由 103 个 元 素 组 成 [GHW1]， 
和 对 于 图 在 任何 不 可 定向 的 曲面 上 的 可 怠 入 性 的 禁用 构 形 包 
BART 3- 正则 图 [ArH?， 关 于 这 一 专题 还 可 参考 [Archl], 
[ArHH ,[GiH1-2]. 


12.5.7 将 禁用 构 形 作为 子 形 近 年 来 有 了 很 大 的 发 展 [RS1- 
3). 所 谓 一 个 图 G 的 子 形 4 是 指 这 样 的 图 M 使 得 与 将 G 的 某 
个 连通 子 图 收缩 一 些 边 所 得 的 图 同 宰 . Robertson 和 Seymour 
TER: 对 于 图 上 的 任何 一 个 性 质 P, 只 要 P 在 子 形 上 是 闭 的 ， 
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则 必 存 在 图 的 一 个 有 限 集 二 使 得 任何 一 个 图 G RA P 3 AIK 
当 不 存在 一 个 子 形 与 工 中 的 某 个 图 同 构 ， 常 称 这 一 事实 为 图 
的 子 形 定理 . 工 中 的 元 素 均 祝 为 对 于 P 的 禁用 构 形 , 即 极 小 的 
不 具有 性 质 P 的 图 . 作为 这 个 定理 的 一 个 重要 结果 , 我 们 知道 
对 上 述 性 质 的 识别 是 可 以 在 算法 上 多 项 式 地 实现 的 . 当然 ， 工 
ERM PE. 对 于 一 个 给 定 的 P, 将 工 求 出 来 仍然 是 一 个 不 可 
避免 的 问题 例如 ， 若 P 表示 平面 性 ， 工 就 由 Ks 和 Ka 这 
二 个 图 组 成 . 


12.5.8  5j— M —————M 
就 是 所 谓 Wagner 5818 : 对 于 图 的 任何 一 个 无 限 序列 {Gajo € 
Ch C 为 一 个 数 的 无 限 集 ， 总 存在 指标 i 种 广 i<s, RAGS 
G; 中 的 一 个 子 形 同 构 虽然， 这 个 猜想 一 般 而 言 已 被 证 明 不 
成 立 ， 但 对 于 C 为 可 数 集 时 仍然 是 一 个 公开 问题 . 


12.5.9 ”进而 ， 在 第 十 四 章 中， 我 们 还 将 会 看 到 对 于 拟 
阵 的 子 形 也 可 作 类 似 的 研究 . 


12.5.10 因为 对 于 图 上 的 性 质 P 的 禁用 构 形 一 般 而 言 
可 以 不 是 子 形 ， 如 何 佑 计 这 种 禁用 构 形 的 完备 集 之 基数 仍然 
是 尚未 解决 的 问题 . 例如 ， 在 可 平面 图 上 的 4- 可 着 色 性 对 于 
TERAH. 但 无 子 形 为 这 种 性 质 的 禁用 构 形 ， 当然， 这 是 与 
图 的 子 形 定理 一 致 的 . 然而 , 我们 至 今 仍 不 知道 对 此 是 否 有 由 
小 于 一 千 个 禁用 构 形 组 成 的 一 个 完备 集 [AH1-3, AHK1, Hel-2, 
Liu13-17]. 
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从 $44 中 所 讨论 的 ， 我 们 已 经 知道 如 果 一 个 图 以 fo 为 无 
Eg EXE RE EUR — THECA, 则 对 于 平 而 上 的 任 一 凸 多 边 形 选 
CA fo 的 边界 ， 这 个 图 都 有 平面 上 的 凸 拒 入 ， 这 里 ， 我 们 总 
是 假设 以 一 个 给 定 的 凸 多 边 形 为 无 限 面 的 边界 所 讨论 的 图 是 
ATIRAM. | 

4 G = (V, E) 是 一 个 图 且 以 Bo 作为 无 限 面 边界 是 凸 可 
嵌入 的 ， 设 在 每 一 节点 ve Y 处 ， 有 一 个 权 w 01 Bo 为 
平面 上 的 一 个 凸 多 边 形 . 对 于 CNP ERA p(G) 并 带 有 边 
FRG: 无 限 面 的 边界 就 是 给 定 的 凸 多 边 形 Bo 其 节点 集 为 
V(Bo) = {a1,42,--+, an}, k 23. id 


f(uG) = DD We 5 wyl,(u, v). (13.1.1) 


ueV (wv, )£ EX El Bp) 
v€Vy 


其 中 ， E(u, v) 为 边 (u,v) TE #{(G) 上 之 长 度 ， E(Bo) 为 Bo 上 
边 的 集合 ， 我们 这 里 所 关心 的 问题 就 是 求 出 不 在 Bo 上 的 节点 
的 坐标 . 自然， 它们 都 在 Bo 的 内 部 区 域 中 ， 使 得 可 以 求 出 G 
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BJ —^- Eh. uo(G) RATER: 


F(HoG) = min f(aG). (13.1.2) 


HUP. u BOR ARE UG TRE RA. TE (23.1.2) 中 
之 no BRA RAG, 或 者 说 G 的 Rb GRA. 

因为 总 是 假设 G 为 简单 的 ,当然 不 会 有 重 边 ， 所 有 最 小 凸 
舱 入 必定 是 平面 上 的 直线 能 入 . 这 就 允许 我 们 将 在 pC) 中 边 
的 长 度 视 为 欧 氏 距离 ， 对 于 vw EV, 令 re 和 We 在 平面 上 
的 坐标 。 则 ， 对 于 G 的 一 个 平面 嵌入 u ERE 


Jue) = Yow. p» wl? (u,v) (13.1.3) 


ucV (u,v)€ EXE(Bo) 


EE MICE ES arm EP 


lulu, o) = V (zx, — te)? + (yu — We)? (13.1.4) 


人 们 也 许 会 想到 这 样 的 一 个 最 简单 的 情形 , 即 在 一 平面 嵌 
AWG) 中 只 有 一 个 内 点 .或 换 句 话说 ， G = Wa 为 一 个 阶 
为 s+1 的 轮 图 我们 看 一 看 这 时 癌 题 的 最 优 解 是 皇 样 的 ， 

设 v 是 这 个 内 节点 ，ai,a2,…,as 为 其 它 节点 ， 即 在 无 限 
面 边 界 上 的 节点 . 这 时 ， 只 有 两 个 变量 re 和 y 是 未 知 的 ， 即 
"的 二 个 坐标 ， 因 为 


4 E] 
JUW) = So wwe, + D> wa, wel? (ai, v) 
i=l i=l 


B 
=2 A WoWa, Dv, ai) 
i=1 


FOP Dé T ee, 它 有 唯一 的 最 小 值 且 由 如 下 的 方程 所 
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确定 : 


x i 4 ww (zy — pi) = 9; 
v "- 

i=] (13.1.5) 
99 


y, = AS. ici (He — qi) = 0. 


i=l 
这 个 方程 又 与 下 面 的 方程 等 价 : 


de wa (tu — pi) = G; 
g (13.1.6) 
》 wa, (Jv = qi) =0. 
$—1 
并 称 之 为 这 个 问题 的 临界 方程 . 其 中 ， pi = za qi = Yan 1 = 
1,2,…,s, 全 是 已 知 的 . 
容易 看 出 ， 由 (13.1.6) 所 给 出 的 临界 方程 对 于 确 有 些 i, i = 
1,2,-++, 8, Wa; > 0 是 适 定 的 . m B, RTRA: 


has (13.1.7) 


这 说 明 它 为 a1,a2,… ,a。 的 重心 ， 也 容易 看 出 ， 由 〈13.1.17) 所 
确定 的 Wo 在 平面 上 的 直线 嵌入 为 凸 的 当 且 仅 当 无 限 面 的 边 
界 是 一 个 凸 多 边 形 ， 
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而 且 , 这 样 一 种 较 简 单 的 想法 只 要 稍 加 注意 多 个 内 节点 时 
所 引起 的 差异 即 可 引伸 到 一 般 的 情形 . 
为 简便 ， 证 我 们 记 


v = (ry. go), (13.1.8a) 
v EV 一 V(Bo). 同样 地 ， 也 记 


a = (Ta Ya) (13.1.85) 


W, = 2- tv 十 > Wa; 
(4, eJEE\B( BQ) (w, e)ES\2(By) 
vEV\V(Bo} a€V{ Bo (13.1.9) 
dy = D Watt. 
(a, m}€D\ (Bg) 
«€ V (Bo) 
其 中 ， vevV-V(Bo. 
至 此 ， 我 们 可 以 对 任何 给 定 的 平面 嵌入 u(G) 引进 下 面 的 
方程 组 : VucV 一 V(Bo), í 


Wu- $^ ww-d. (13.1.10) 


veVv\V( Bp) 
(a wee 


引 理 13.1.1 对 于 一 个 给 定 的 图 G = (VE), 节点 之 权 
w vE V, HE, RET Xue, FAB (13.1.10) 是 
iÉx m. 

证 ”因为 由 (13.1.9) 我 们 总 有 ， 对 任何 u € VAV(Bo), 

Wya 一 Z Wy = Ps Wa 20, 


vEVAY (By) ac V (fig) 
{a view {u,o}€ EXE(Bo) 
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方程 (13.1.10) 的 系数 矩阵 没有 一 个 特征 值 为 0. 从 而 ， 它 是 适 
定 的 . à 


由 于 根据 第 五 章 提 供 的 理论 判定 一 个 图 的 平面 性 并 使 得 
无 限 面 边界 为 给 定 的 圈 , 我 们 可 以 在 这 里 只 讨论 一 个 图 带 有 一 
个 图 作为 下 面 提 及 的 边界 总 是 可 平面 的 带 这 样 的 边界 条 件 使 
得 给 定 的 图 为 其 平面 税 入 的 元 限 面 边界 . 如 果 已 经 得 到 了 方程 
(13.1.10) 的 一 组 解 ， 则 只 要 将 每 对 相 邻 的 节点 的 坐标 点 用 一 条 
直线 段 连接 即 可 唯一 地 构造 一 个 直线 嵌入 . 我们 称 这 个 嵌入 为 
Gi} -P BREA 并 且 以 Bo 作为 无 限 面 的 边界 . 


引 理 13.1.2 ”出 方程 (13.1.10) 的 解 所 确定 的 临界 嵌入 使 
由 (13.1.1) 表示 的 Fu. G) 在 所 有 可 能 的 以 Bo AARE H 
HA WG) 中 到 最 小 值 . 

证 ”由 于 f(p,G) 与 9(4,G) 有 相同 的 最 小 解 . 可 以 只 讨论 
glu, G). Bi a(uG) Bj Die, 这 一 点 可 以 容易 地 由 gG) 的 Jacobi 
行列 式 的 正定 性 以 验证 gu, G) 有 唯一 最 小 值 ， 而 且 ， 这 个 值 
在 以 Bo 为 边界 的 方程 (13.1.10) 的 那个 解 上 达到 ， 从 而 ， 引 至 
得 证 . E 

显 见 ， 临 界 通 入 不 总 是 凸 的 .因为 假若 将 Bo BORE LW 
非 凸 多 边 形 时 ， 则 这 时 的 临界 戏 入 自然 也 是 非 凸 的 . 然而 ， 我 
们 确 有 


引 理 13.1.3 ”一 个 图 G = (V, E) 以 Bo JHANKAR 
AG gu EX EAE Bo 为 平面 上 的 一 个 是 多 这 形 . 

证 ”由 上 面 的 讨论 可 知 必要 性 是 直接 的 ， 为 证 充分 性 ， 
我 们 要 先 证 两 个 断言 . 


断言 1 在 贴 界 若 入 中 ， 每 一 个 内 节点 内 在 其 所 有 相仿 
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节点 的 凸 包 的 内 部 区 域 中 . 

证 令 v 为 临界 侯 入 的 外 边界 内 的 一 个 节点 . 记 vivos 
vi 为 所 有 与 v 相 邻 的 节点 . 因为 所 有 内 节点 均 满 足 方程 (13.1.10)， 
由 上 面 的 对 于 辊 的 情形 之 讨论 即 可 发 现 v 必 处 在 v1, 02,---, 2% 
分 别 带 权 wi = Wy, W2 = Wey, wi = ws 的 重心， Ki, o 在 
22 vp 的 点 包 之 内 部 ， 即 得 断言 . d 


断言 2 ”着 一 个 面 了 在 一 个 平面 嵌入 中 不 是 一 个 凸 多 过 
形 , 则 在 了 的 这 界 上 必 有 一 个 节点 不 在 其 所 有 要 邻 节点 的 凸 包 
的 内 部 . 

证 “由 于 了 不 是 一 个 凸 多 边 形 ， 在 f 的 边界 上 必 有 一 个 
Ro. 设 在 f 边界 上 的 两 个 与 v 相 邻 的 节点 为 祥和 也 则 ， 它 
们 在 G 中 不 相 邻 上 且 连 它们 的 直线 段 与 的 内 部 没有 公共 点 . 
然而 , 这 时 v 本 身 不 可 能 在 它 的 所 有 邻 节点 的 凸 包 的 内 部 区 域 
dh 这 就 得 到 了 断言 . " 


AREE. SARA RK, MEM S 不 是 
awe. BWE 2 在 f 的 边界 上 有 一 个 节点 "使 得 它 不 在 
其 所 有 邻 节 点 的 西 包 的 内 部 区 域 中 ， 然 ， 这 又 与 断言 1 矛盾. 
从 而 ， 充 分 性 得 证 . 4 


定理 13.1.1 ”对 于 图 G = (V, E) 的 一 个 平面 嵌入 uC) 
以 给 定 的 Bo 为 无 限 面 这 界 ， 由 (13.1.1) 所 定义 的 fG) 在 一 
^U KA uG) 上 取 最 小 值 ， 当 县 仅 当 Bo 形成 一 个 出 多 边 形 
而 且 这 个 是 嵌入 uo(G) 就 是 由 方程 (13.1.10) 所 确定 的 那个 临 
RRA. 


证 引 理 13.1.1-3 的 一 个 直接 结果 . 1 


HRTEM, 使 我 们 可 以 称 方程 (13.1.10) 为 对 于 一 般 的 图 
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而 不 限于 轮 的 临界 方程 
若 将 所 有 节点 的 权 均 取 为 常数 , 特别 是 1, 则 方程 (13.1.10) 
变 为 
Po(u)u 一 L v= y a. (13.1.11) 
vEViV (Bo) a€V(Bp) 
(u,»)£E ( 


HP, ue V\V(Bp). 


推论 13.1.1 对 于 限制 无 限 面 交界 为 Bo 的 图 G = 
(V,E) f. —^4E E AX, 3 Bo 是 一 个 凸 多 边 形 时 只 要 以 Bo 
为 无 限 面 边界 CC 就 是 凸 可 人 嵌入 的 ， 则 那个 由 方程 (13.1.11) 的 
解 所 确定 的 直线 嵌入 必 为 一 个 凸 嵌 入 . 


证 ”定理 13.1.1 在 对 所 有 ve Vw, = 1 时 的 直接 结果 ，1 


这 个 推论 就 是 由 Tutte 首先 发 现 的 一 个 定理 [Tut15]. 

假若 将 边界 条 件 减 弱 为 Bo 的 至 少 三 个 节点 在 平面 上 不 共 
线 , 则 对 于 这 样 一 类 的 相应 边界 问题 也 可 以 用 以 上 所 述 的 相仿 
的 方法 解决 . . 

事实 上 , 上 面 所 讨论 的 确定 f(xG) 的 最 小 值 的 问题 组 合 上 
与 如 下 的 问题 等 价 : 对 于 图 G = (如 ), 求 它 的 一 个 平面 嵌入 
p(G) 使 得 

h(uG)- J, we)l,(e) 
e€ EAE(Bo) 

取得 最 小 值 - HF, w(e) > 0 为 在 EEB) 上 定义 的 权 函 数 ， 
e= (uv), uv € V. By 为 给 定 的 边界 . 


813.2 ”最 短 三 角 剖 分 


RA c = (VE) 在 平面 上 的 一 个 直线 嵌入 MG) 已 经 给 
出 当然， 可 以 假设 MG) RRA. METH, T 
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限 面 的 边界 是 给 定 的 而 且 所 有 节点 上 的 权 皆 取 为 1. 在 这 里 ， 
不 必 假 设 这 个 嵌入 是 凸 的 . 

若 MG) 的 一 个 Ad, 即 有 限 面 ， 不 是 三 角形 ， 则 可 以 将 
它 的 边界 上 的 ~-- 些 不 相 邻 的 节点 对 连 边 而 划分 为 三 角形 面 的 
并 . 这样 的 一 种 划分 称 为 Fee TES 这 个 过 程 被 称 为 砌 合 这 
CH. 将 丁克 合 之 后 所 得 的 结构 被 称 为 此 面 的 = Aaa 或 者 
也 称 为 它 的 Ave. 若 一 个 平面 嵌入 的 所 有 有 限 面 均 被 砌 合 了 ， 
则 所 得 的 结构 也 被 称 为 这 个 嵌入 的 三 角 剖 分 ， 或 eS. 

一 个 平面 嵌入 oC) 的 三 角 放 分 使 得 其 中 所 有 三 角形 面 的 
周 长 之 总 和 在 所 有 可 能 的 它 的 三 角 痢 分 中 达到 最 小 ， 则 称 之 
为 最 短 的 . 如 何 有 效 地 求 出 一 个 平面 嵌入 p(G), 或 进而 图 G = 
(V, E) 的 最 短 砌 合 是 我 们 在 这 一 节 所 讨论 的 中 心 问题 . 

从 数学 上 而 言 ， 因 为 平面 嵌入 o(G) 已 知 ， 由 上 一 节 所 讨 
论 的 , 在 这 里 我 们 只 要 研究 求 一 个 多 边 形 的 最 短 砌 合 就 够 了 . 
当然 ， 这 个 多 边 形 不 必 限 定 为 凹 的. 只 是 为 了 叙述 上 的 方便 才 
假定 它 是 西 的 、 由 此 ， 不 难 导 出 一 般 的 情形 ， —— 

设 Pol = (a1,a2,--:,a4) 是 一 个 凸 多 边 形 和 五 (PoD 为 Pol 
WSN. + (aiaj ar) 和 laparna) 为 带 有 一 个 单 
边 (aa) 为 公共 边界 的 二 三 角形 . 由 Pob HOE, Bie 
(ai aj, a4,a,) 也 为 目的. 这 样 , 我 们 就 可 以 从 中 去 掉 这 条 公共 边 
(65, a4) 添加 上 (a5, a1) Mf Ti (Pol) FE T; (Pol). 将 这 种 从 五 (Pon) 
A To (Pol) 的 变换 称 为 在 五 (Poef) 上 作 AT A BR. 一 个 从 多 面 形 
Pol, 任 选 一 个 节点 为 a1, 且 连 所 有 边 (0501), i = 3,4,.……,n 一 2， 
而 得 到 的 砌 合 被 称 为 标准 配合 . 其 中 ， 节 点 a 称 为 它 的 基点 . 
当然 ,任何 一 个 西 多 边 形 ， 对 尾 何 一 个 节点 为 基点 均 有 一 个 标 
MS. H Ta(Pol) 表示 Pol 的 标准 砌 合 . 


引 理 13.2.1 任何 一 个 凸 多 这 形 Pol 的 任何 一 个 殉 合 
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T(Pol) 均 可 经 过 一 系列 的 对 角 置 换 变 为 以 任 一 选 定 节点 为 基 
REE. 


iE $ Pol = (uv vs) Al vy 选 定 为 基点 . 当然 , 这 是 
不 失 一 般 性 的 . WREE T(P) 中 ， 的 次 为 a 一 1, WEA 
身 就 是 所 要 求 的 标准 砌 合 . 否则 , 必 有 一 个 三 角形 面 (ois re, 2), 
2<k<l-1<s-2, 在 T(Pa) 中 . FAW (v.v) 并 不 是 Po 上 
的 边 ， 则 在 T(Pol) 中 必 还 有 另 一 个 三 角形 (vkusu) <b <b 
由 Poi 的 凸 性 ， 四 边 形 (vi vs, ve vi) BEDA. AUNAR 
(ax, vi) 和 (v1, v2) 得 Ty (Pol). 这 时 ， 在 (Pol) 中 ， 的 次 比 
在 T(Pol) 中 的 次 大 1. HE T(Pol) Pu 的 次 的 有 限 性 ， 若 
Ti(Pol) 还 不 是 标准 的 ， 继 续 此 过 程 ， 直 到 得 Pol 的 一 个 标准 
aa. h 


由 引 理 13.2.1, 我 们 可 进一步 看 出 以 vy. 为 基点 的 标准 砌 合 
BÍ ELA. T(Pol) 经 过 s 一 1 一 p(T;) 次 对 角 和 置换 而 得 到 .其 中 ， 
p(T; vy) 为 T(Pol) 中 节点 的 次 ，Pol 为 一 个 s- 边 形 . 因为 对 
HERRON AAR, Pol 的 任何 一 个 砌 合 T(Pol) 均 可 
由 一 个 以 5 为 基点 的 标准 砌 合 T, UPol) 出 发 经 过 s 一 1 一 p (Tb) 
次 对 角 和 置换 而 得 到 . 其 中 ， Pol 同样 为 一 个 s- WH. 


引 理 13.2.2 $ T,(Pol) 和 Ts(Pol) 为 一 个 s- 边 形 Pol | 
Aa a. 则 ，Ti(Pol) TAH Th(Pol) 出 发 经 过 至 多 2s 一 2- 
max; «ico (e(T1, vi) + p(To; vi)) 次 对 角 转 换 得 到 . 


”证 ”由 引 理 13.2.1, Ti(Pol) 可 以 从 一 个 标准 砌 合 Ts(Pot) 
经 过 s—1- p(T») 次 对 角 转 换 而 得 到 ， 其 中 ， v 为 基点 . 
同样 地 ， Ts(Pol) 可 以 从 这 个 标准 确 合 经 。 — 1 — p(T2;v) 次 
对 角 置 换 而 得 到 ， HF Oc 的 选择 的 任意 性 ， 总 可 取 v 为 使 得 
(Ti, vs) + p(T; v) 达到 最 大 的 那个 v. 从 而 ， 即 得 引 理 ， h 
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现在 ， 我 们 再 引进 一 个 引 理 以 便 能 基于 对 角 变 换 求 得 平面 
上 一 个 凸 多 边 形 的 最 短 砌 合 . 


引 理 13.2.3 MOS WH Pol = (vi,v2,… v4),s > 
4, 存在 一 个 节点 wl <i < s, 使 得 长 度 (erno) 不 大 于 
l(vi; vi 2) 和 Ivi visa) 中 之 最 小 者 

证 Biti 不 失 一 般 性 ， 由 对 称 性 可 以 假设 (vi va) < 
io va). 如 果 Qvo, va) > (vi, vs), M i = 2. 否则 ， 有 vo mi) < 
vi, vs). 用 v2 Ku, 重 作 上 述 过 程 . 由 s 的 有 限 性 以 及 对 
Pol 的 假设 和 凸 性 即 可 得 到 所 要 求 的 v. 


一 个 节点 , 若 在 西 多 边 形 上 具有 引 理 中 所 述 的 性 质 ， 则 称 
EA Ww. 


引 理 13.2.4 ”在 一 个 凸 多 这 形 Pol = (v,,v2,---,v,) 上 
一 个 节点 vi 是 可 切 的 当 且 仅 当 


l(vi-1,vi41) < lvi, vj). (13.2.1) 


其 中 ， j=t-2,i-3,---,1+2, RE Pol 上 的 循环 序 . 


证 ”由 于 一 个 节点 vi 的 可 切 性 仅 是 (13.2.1) 中 了 = i-2 
和 i+2 之 情形 . 充分 性 显然 . 

RZ, & oPol(v) AM Pol 中 去 掉 节 点 vicio vs 和 vius 然 
后 加 直线 段 (w-z,w+3) 而 得 到 的 多 边 形 ， 由 Pol 的 凸 性 可 知 
Pol < vi > AGH. AFE, BR vii, v; 和 w+l 之 外 的 所 有 节 
点 均 在 由 两 个 射线 (vi, via) 和 (vi,vi42) FR (vico vius) 的 非 
v, 所 在 的 侧 围 之 区 域 之 内 ， 这 就 意味 (13.2.1). 必要 性 得 证 ， 


根据 引 理 13.2.3-4 我 们 可 以 设计 一 个 过 程 以 求 一 个 给 定 凸 
多 边 形 之 砌 合 . ARE, 假设 在 凸 多 面 形 Pol 一 (vi, va, s v.) 
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中 ， 任 何 两 条 直线 段 (via vea) 和 (vi, vi42) HRSK, i = 
1,2,---,8 KURI. BRR, AAR AEM. HHA, RSH 
非 退 化 . 


Ta- 过 程 ”在 Pol 上 选择 一 个 可 切 区 点 wv. Ad REG 
v 在 Pol 上 的 二 个 邻 节点 连 一 直线 段 得 Polju]. 若 Pol[v] 
本 身 已 经 是 一 个 三 角形 ， 则 终止 ; SM, H Polv] R Pol. . 
继续 上 述 过程 . 


由 Pol 的 凸 性 ， 在 上 述 过 程 中 每 次 得 到 的 Polly] 也 为 四 多 
边 形 . 这 一 过 程 结束 ,由 最 后 的 三 角形 和 所 有 去 掉 的 边 即 导出 
Pol 的 一 个 砌 合 , 一 个 砌 合 T( Pol), 若 在 它 上 不 能 通过 对 角 置 
换 而 得 到 更 短 的 砌 合 ， 则 称 之 为 M bm. 


定理 13.2.1 用 Ta- 过 程 ， 从 一 个 上 是 多 变形 Pol 所 得 的 
EMS BNA NE. 
证 ”由 引 理 13.2.1-4 和 To 过 程 之 定义 , 即 可 导出 定理 . 
h 


WH, 用 Te HELEP, Min FÉ T RAR TUS 
ARDHE. | 


Tb 过 程 取 一 个 可 切 的 节点 信使 得 (vici vi) EH 
先 确定 的 序 中 为 最 小 者 ， 并 求 得 Poll]. 若 Pollv;] ZAM 
H, WAE; FM, YU Polly] 代 Pol 重 行 上 过 程 . 


FEE Te 过 程 是 一 类 贪 楚 形 的 算法 ， 这 时 ， 不 必 约定 
非 退 化 . | 
如 果 Pol 是 平面 上 的 一 个 正 多 边 形 ,可 以 看 出 用 如 上 过 程 
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所 得 的 硒 合 为 最 短 的 . 但 ， 一般 情形 ， 即 使 讨论 几何 上 的 距离 
也 不 一 定 成 立 ， 最 简单 的 例子 就 是 凸 五 边 形 Ps = ABCDE 使 
得 (AC) = (AD) = 5, (CE) = (BD) « 5 ffl (BE) = å. P; 的 
最 短 砌 合 为 (4,C) 和 (4, B) ERP 的 边界 ， 然 ， 用 上 述 过 程 
所 得 的 Ps 的 砌 合 之 长 度 比 最 短 长 度 大 1. 

TU. 我 们 提供 一 种 求 一 个 多 边 形 的 在 组 合 上 为 最 短 的 码 
合 的 方法 ， 就 是 说 所 有 的 长 度 均 用 非 负 的 权 所 代替 . 

令 Tri Pol) 为 给 定 的 多 边 形 之 上 所 有 可 能 的 三 角形 的 集 
&. 我 们 引进 一 个 图 ， 用 G(Pol) 表示 ， 其 节点 集 即 Tri( Pol). 
两 个 节点 相 邻 当 且 仅 当 它们 所 代表 的 三 角形 有 一 条 公共 边 . 一 
个 节点 ， 若 它 所 代表 的 三 角形 有 二 条 边 在 Pol 的 边界 上 ， 则 称 
之 为 Rim. 用 G(Pol) 的 所 有 终端 组 成 移 集 合 称 为 其 节点 集 之 
HE AST A. 或 称 为 GLPol) 的 终端 全. 

对 于 一 个 s- WIG Pol, 在 G(Pol) 中 的 一 个 有 s-3 条 边 的 
Br. 若 此 树 上 所 有 节点 的 次 均 不 超过 3 CMA BR 
端 ， 则 称 之 为 可 行 的 . > Ftr(Pol) 为 G(Pol) 中 所 有 可 行 的 树 
组 成 的 集合 . 


引 理 13.2.5 令 Ti(Pol) 为 Pol HAMS HRSA 
Ftr(Pol) 为 G(Pol) 让 所 有 可 行 的 树 的 集合 ， 则 ， 总 有 


(Ti(PoD| = |Ftr(Pol)}. (13.2.2) 


证 ”首先 ,由 可 行 树 的 定义 容易 看 出 ,对 任何 Ti € Til(Pol), 
有 唯一 的 可 行 树 Tr € Ftr(Pol), 其 上 的 边 与 Ti 中 三 角形 面 之 
公共 边 相 应 . 反之 , 从 Tr € Ftr(Pol). 由 它 的 每 一 边 相应 Pol 内 
部 的 一 条 直线 段 ， 所 有 这 些 直线 段 与 Pol 即 可 唯一 地 构成 Pol 
的 一 个 砌 合 Ti c Til(Pol). 从 而 ， 在 Til(Pol) 与 Ftr(Pol) 之 间 
存在 一 个 1-1 对 应 . 即 得 引 理 . 
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根据 G(Pol) 的 定义 ， 我 们 可 以 局 限于 相应 G(Pol) 之 节点 
的 三 角形 全 在 Pol 的 内 部 区 域 以 适应 于 Pol 本 身 非 凸 之 情形 . 
在 这 种 一 般 的 情形 ， 引 理 13.2.5 仍 保持 成 立 , 


定理 13.2.2 ”对 于 多 边 形 Pol( 不 一 定 是 山 的 ), 在 Til(Pol) 
中 求 最 短 砌 合 的 最 小 化 问题 与 在 Ftr(Pol) 中 求 一 个 最 短 可 行 
A RSH. F, 


WT) W(Tr). (13.2.3) 


min = min 
TiETi Pol) TrCFtr(Pol) 


Kp, WOH E W) 分 别 表示 在 Ti 和 Tr 中 所 有 边 的 权 之 
fü. 
证 312 13.2.5 的 一 个 直接 结果 . k 


虽然 ， 在 一 个 图 中 求 具有 给 定 度 的 最 小 树 (最 短 树 ) 从 算 
法 复杂 性 之 角度 绝 非 容易 ， 不过， 在 我 们 这 里 之 情形 ， 通 过 观 
察 G(Pol) 的 特殊 性 质 ， 确 能 设计 一 个 求 最 短 可 行 树 的 有 效 算 
法 .由 于 要 占用 过 多 之 篇 由 在 这 里 不 允许 详细 讨论 . 

至 此 , 我 们 已 经 看 到 求 一 个 图 的 直线 嵌入 的 最 短 砌 合 问题 
不 管 是 几何 上 还 是 组 合 上 均 为 多 项 式 可 解 的 . 即 ， 有 有 效 的 算 
法 ， 因 为 只 要 逐 面 求 最 短 砌 合 就 可 以 了 .又 ， 面 的 数目 是 图 的 
阶 的 线性 函数 , 从 求 一 个 面 最 短 硝 合 之 有 效 性 即 可 达到 了 我 们 
本 节 之 初 提出 的 目标 . 
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我 们 这 一 节 所 关心 的 问题 是 所 谓 折 数 最 小 化 . BE, 求 一 个 
图 G 的 纵横 嵌入 (C) 使 得 所 有 边 上 折 数 之 总 和 为 最 小 .根据 
88.1 中 所 讨论 的 ， 我 们 这 里 只 考察 图 G 的 一 个 平面 嵌入 eG) 
的 纵横 扩张 的 折 数 最 小 化 ， 自 然 ， 上 &G) 的 最 小 折 数 扩张 本 身 
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一 般 而 言 是 G BBD BRA. 所 请 x(G) 的 最 小 折 数 扩 
K 是 它 的 这 样 一 个 纵横 扩张 vG) 使 得 其 上 边 的 折 数 之 总 和 
为 最 小 . 


引 理 13.3.1 不 存在 任何 平面 褒 入 MG) 的 最 小 扩张 使 
得 其 中 有 一 边 含 有 之 形 结构 (如 图 8.2.5(a) 所 示 ). 


证 若 引 理 不 成 立 , 设 lG) 为 C 的 某 平面 谨 入 aG) 的 
最 小 折 数 扩张 且 有 一 边 e 含 一 个 之 形 结构 , 则 ， 用 88.2 中 之 处 
理 办 法 ， 总 可 得 一 个 纵横 扩张 m(G) 使 得 除 e 的 折 数 少 2 外 其 
它 边 上 的 折 数 与 在 (G) 中 相同 ， 这 就 与 wC) 为 最 小 折 数 扩 
KFR- 4 


这 个 引 理 告诉 我 们 在 最 少 折 数 扩张 中 , 如 果 有 边 带 两 个 或 
更 多 的 折 ， 则 只 能 含 工 形 结构 如 图 8.2.5(b) Bom. 

对 于 一 条 边 上 的 一 个 工 形 结构 , 其 上 二 个 折 之 每 个 均 与 二 
个 角 关联 : 一 个 为 5; 另 一 个 为 77. 由 于 两 个 与 同一 工 形 关联 
的 G 角 必 区 在 同一 个 与 此 边关 联 的 而 中. EROR, BA 的 
EU 这 就 多 许 我 们 定义 一 个 工 形 之 方向 为 由 T 


角 所 在 的 面 指向 2 5 角 所 在 的 面容 易 看 出 ， 若 一 边 。 没有 之 
形 结构 且 含 有 两 个 或 以 上 工 形 , 则 这 些 工 形 的 方向 均 必 为 相同 
的 . 这 样 , 我 们 就 可 以 对 于 一 个 不 含 之 形 结构 的 纵横 嵌入 7(G)， 
引进 一 个 关联 的 图 , 称 之 为 广 均 斋 图 , 并 用 Qui(r) RR. 4 V,E 
Al Fs (8) HTAR, URAR. U, Quir) 的 节点 
RV MUM E KIN F HRA: 


(13.3.1) 


E = E(V,,F)+ E(F). 
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其 中 
V, = {v| def (v) > 0, ve V}; 
EÉ(W,F)-(Awvf-veV.nV(ffeFk (13.3.2) 
E(F) = (9, PIES) 9 E(g) #0, f 9 € F} 


在 Qui(r) 上 ， 我 们 进而 选择 子 集 8 WI T CV in 


S=V+F-; 
(13.3.3) 
| T = Fy, 
其 中 ， 
F_ = {f} res (f) «0, f € F}; | 
(13.3.4) 
F, = (f| res (f) > 0, f € F}. 
FE SAT ERARI 
def (3), s € Vi; 
Vs E S, a(s) = 
—res (f), s € F_; (13.3.5) 


Vt € T, d(t) = reso(f). 


引 理 13.9.2 在 广 均衡 图 Qui(r) 上 ， 对 于 (13.3.3) 所 确 
xD S T UR (13.3.5) RZ als) s € 5 fr dit) t ET, & 


有 
| dials) = 》 dit). (13.3.6) 


ses teT 


dt [B 9.32 的 一 个 直接 结果 4 
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看 上 去 ， 广 均衡 图 和 69.3 中 均衡 图 一 样 . 但 在 广 均 衡 图 
Qui(y) 上 ， 在 ÈV- F) 中 的 所 有 边 均 为 有 向 的 而 且 有 些 节点 
SRA y PHAR. + (e) 为 边 ee E EMRE AM b(A) 
为 4 中 所 有 边 在 嵌入 y PRAZEN, ACE W, RiT 
以 赋 Qui 的 边 ee E 的 权 为 

Me) = (13.3.7) 


0A) e=x v, f >€ È(V}, FX 
(egg), e=(f,g9) € E(f). 


其 中 ， 0 为 由 (9.3.6) 所 定义 的 角 上 的 分 配 ， Ao e =< wf >. 
为 了 中 在 处 的 角 ，e= (六 9) € E()n E(g) Blk y PE £o 
s 的 公共 边界 上 . 

由 $9.3 中 所 讨论 的 ， 答 易 看 出 如 下 的 关系 式 


$3 Me) =a(v), ves. {13.3.8) 


ec E(v) 
其 中 ， Elo) 为 8ui 中 与 关联 的 边 的 集合 ， 知 ， 


$5 Xe-d(v) ver. (13, 3.9) 
e£ E(v) 
其 中 ， Me) > 0, e = (f.g) < 到 被 确定 为 在 了 和 9 的 公共 边界 
边 上 每 一 折 处 的 方向 为 从 3 到 Ss -Xe), 为 在 相反 方向 上 的 
AL. 进而， 我 们 还 可 论证 


3j X926, vEeV\(S+T) =F. (13.3.10) 
ec Biv) 
其 中 ， Fo={flres(f)=0,f cF} 事实 上 ， (13.3.10) 即 可 由 
多 边 形 的 内 角 和 的 关系 得 到 . 
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与 $9.3 中 所 描述 的 相仿 ， 我 们 也 知道 ， 对 于 任何 e € E, 
A(e) = 0,1 或 2 AWWA (13.3.8-9), 总 可 求 得 一 个 纵横 嵌入 没有 
之 形 结构 且 使 得 Xe) 即 为 对 此 嵌入 由 (13.3.7) 所 确定 者 . 

因为 对 于 一 个 节点 次 不 大 于 4 的 图 的 任 一 平面 谋 入 , 我 们 
总 可 构造 它 的 广 均衡 图 Qui. 车 引进 未 知 量 ze ee E, 则 如 下 
的 方程 


a(v), v € $; 
SICLINCCORETEC (13.3.11) 
sc ÉE(v) 
0, 否则 


必 有 - -组 非 负 解 ， 且 由 引 理 13.3.2 知 满足 条 件 


Ye € E(V,,F), z.-—0,1, 或 2. (13.3.12) 


8| 13.3.3 -AFERA MO 的 最 少 折 数 扩张 可 由 
EARE Qulu) 上 的 方程 (13.3.11) 满足 条 件 (13.3.12) 第 得 


>> ze = min! (13.3.13) 
ec E(F) 


的 非 负 解构 造 出 来 . 

证 ”由 上 面 所 讨论 的 可 知 ， 对 于 MG) 的 任何 无 之 形 结构 
的 纵横 扩张 ， 方 程 (13.3.11) 有 一 组 非 负 解 满足 条 件 (13.3.12). 
由 此 可 以 梅 造 出 这 个 扩张 .必要 性 得 证 . 

反之 , 对 于 a(G) 的 方程 (13.3.11) 的 任何 一 组 满足 (13.3.12) 
的 非 负 解 ， 也 可 以 构造 出 一 个 无 之 形 结 构 的 纵横 扩张 . 这 就 是 
说 由 引 理 13.3.1, 从 方程 (13.3.11) 满足 (13.3.12) 的 非 负 解 可 以 得 
到 最 少 折 数 的 纵横 扩张 . WA, 由 (13.3.7) 可 以 看 出 ， (13.3.13) 
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所 示 的 最 小 值 就 是 x(G) 的 最 少 折 数 扩张 中 之 总 折 数 ， 从而， 
充分 性 得 证 . t 


虽然 , 方程 (13.3.11) 在 约 东 (13.3.12) 之 下 的 相 容 性 已 经 知 
道 ,而且 ， 其 每 个 非 负 解 均 可 根据 无 之 形 结构 的 纵横 扩张 而 得 
到 ， 由 $8.1 中 所 讨论 的 ， 对 于 任 一 图 G HORM RA G), 以 
(13.3.7) Hie È EH A(e) 的 方式 总 可 得 到 一 个 无 之 形 结构 的 纵 
横 扩 张 . 然 ， 这 里 提供 一 种 直接 的 方法 求 在 限制 (13.3.12) 之 下 
方程 (13.3.11) 的 非 负 解 . 

T^. XE Quil) 上 选 一 个 支撑 树 了 使 得 we Vi, a(v) = 1 
的 节点 为 显 节点 . 容易 证 明 ， 这样 的 支撑 树 对 于 连通 的 图 总 存 
fc. 然后 , 限制 在 树 TT 上 求解 方程 . 事实 上 ,从 V. 中 的 显 节点 
开始 即 可 导致 全 树 上 方程 之 解 . 由 于 了 相应 Qui(u) 中 循环 空 
间 上 的 一 组 基 ， 由 引 理 13.3.2, 在 T. 上 方程 之 解 就 是 在 Qui(u) 
上 方程 之 解 . 

对 于 由 上 述 过 程 所 得 的 总 上 方程 (13.3.11) 在 (13.3.12) 约 
束 之 下 的 一 组 非 负 解 zx. = Te, e € E, EX Tte, e = Qu v) B E 
向 HMA u P RMA v Fj u) E Te HEME (BE ov) 处 之 方程 求 
出 的 .当然 ， 若 uuo) 的 正方 向 为 从 到 wv, 则 7e= Tuv > 0. 
同时 ， Auu) = -Txww < 0. 根据 (13.3.13), 可 以 在 Qui(u) 的 边 
集 户 上 定义 特征 函数 ch 如 下 : Vee É, 


1, ee E(F); 
ch(e) — (13.3.14) 


o, FRI. 


对 于 Qui(u) Es —T BI C, > ÈC, r) lu E (C,r) 分 别 为 C 上 
变量 的 值 的 方向 为 沿 顺 时 针 方 向 和 逆 时 针 方 向 的 边 的 子 集 . 自 
RR, A EQ, r)n EL (0,7) 2 9. 其 理由 是 C 中 的 每 一 边 ， 其 相 
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应 变量 的 值 至 多 有 一 个 方向 .如 果 
> chle) (或 »» ch(e)) 


e£ E, (Cir) e€ E. (Cir) 
1,20 


> ch(e); 


e€E(C) 
(e € E(C) - B,(C;r) 
(X E_(C;r))|r. = 0} 


NĚ(V+; R) = 6, 


则 称 C 是 可 调 的 . 


(13.3.15) 


引 理 13.3.4 — 对 于 一 个 平面 嵌入 uC), 在 Quilty) 上 的 方 
#2 (13.3.11) 在 约束 (13.3.12) 之 下 的 非 负 解 是 最 优 的 ， 或 者 说 达 
到 了 (13.3.13) 所 示 的 最 小 ， 当 是 仅 当 在 Quilty) 上 对 于 这 组 解 


AER. 


证 ”用 反 证 法 证 必要 性 . 假若 对 于 Qui) 上 的 一 个 最 优 
解 Ze = Te, e € E, AT C 是 可 调 的 ， 则 ， 可 以 求 出 方程 
(13.3.11) 的 另 一 个 满足 (13.3.2) 的 非 负 解 z。 =A, ec E, 如 下 : 


Te— 6, €E E,(C, T); 
个 一 T,-Ó6,e€ E(C) VE, (C, 7); 


Te, eg E(C). 


其 中 ， 


0<6<min{r,| e € E,(C,7)). 


(13.3.16) 


(13.3.17) 
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不 管 人 怎样 ， 对 于 这 组 解 ， 我 们 有 


Y, t= >》 ch(e)? 


ec E(F) ecE 


B D ch(e)Te 一 (2 y» ch(e) 


ec E e& È (C,T) 


一 Z ch(e)) 


e€ E(C) 


< 》 chle)te = »» T 
ec E e€ E(F) 
XE ncc E, 的 最 优 性 矛盾 . 
用 线性 规划 的 原则 [Dan1) 证 明 充 分 性 . 因为 这 里 所 讨论 
的 问题 与 线性 规划 知 题 等 价 . 而 且 ， 圈 的 不 可 调整 恰 相 应 线性 
规划 中 之 最 优 淮 则 ， 从 而 ， 充 分 性 得 证 . ' 


事实 上 ， 我 们 可 以 如 上 所 述 在 任意 选 定 的 Qui(u) 的 一 个 
ZAR TP 上 求 方程 (13.3.11-2) 的 非 负 解 ， 可 以 证 明 这 一 个 解 
就 是 相应 的 线性 规划 的 一 个 基础 可 行 解 . 而 且 ， 用 (13.3.16) 3 
方法 调整 得 到 的 解 te e € E, 也 是 这 个 线性 规划 问题 的 一 个 基 
础 可 行 解 ， 这 是 因为 我 们 可 以 只 在 对 于 $ 的 基本 圈 上 进行 调 
整 ， 由 于 线性 规划 的 最 优 解 总 是 可 以 在 基础 可 行 解 上 达到 ， 即 
可 得 如 下 的 


引 理 13.3.5 ”对 于 v MEG fT X aG), 在 
Qui(u) 上 方程 (13.3.11-13) 的 非 负 最 优 解 总 可 从 Qui(u) 上 的 一 
个 料 用 上 述 过 程 得 的 一 个 非 负 解 至 多 通过 OQ) 次 在 可 调 图 上 
的 调整 而 求 得 . 


证 ”因为 如 83.2 中 所 讨论 的 ， 任 何 一 个 圈 在 循环 空间 中 
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总 可 表示 对 于 某 支 撑 树 的 基本 图 之 和 ， 且 ， 在 两 个 圈 C. 和 C 
的 公共 边 的 子 集中 ， 任 何 一 条 边 e 对 于 一 组 解 ze = re ec Ë, 
Ë ee E.(Ci, 7) Wee E-(Co,7) 或 反之 . 按照 通常 的 推算 ， 即 
TAE Qui(u) 上 有 一 个 可 调 圈 ， 当 且 仅 当 它 有 一 个 基本 圈 是 
可 调 的 ， 当然， 这 里 不 依 束 那 个 支撑 树 的 选择 ， 从而， 为 得 到 
最 优 解 ， 需 要 调整 可 调 圈 的 数目 至 多 为 基本 圈 数 . 由 G 的 平面 
性 和 (13.3.1) [AU SEE EROS O), 即 得 引 理 、 1 


4& C* = (eie, ,el) 为 一 个 无 之 形 结构 的 纵横 嵌入 (GC) 
上 的 一 个 上 回 和 C = (fifa, f) 为 在 Y(G) 的 对 偶 中 与 Ce 
相应 的 圈 . SANA. fife fi 可 视 为 Y(G) 的 面 且 ， 有 关系 


e; € E(fi) 0 E{fin), (13.3.18) 


i92, fua = fi 如 果 一 条 边 ei,1<i<1,， 有 一 个 端点 处 
在 大 中 的 角 不 是 =, 则 称 之 为 从 的 ; 否则 ， 主 的 , 如 果 一 条 边 
ei(1 < is D, 不 一 定 是 主 的 ， 有 一 折 处 在 所 中 的 角 为 7 RR 
EMF CARO. PLE, 若 它 的 主 向 边 的 数目 大 于 其 主 
边 与 主 向 从 边 数 目 之 半 ， 则 称 它 为 RREN FAME EM 
最 少 折 数 嵌入 均 不 会 有 超载 上 图 


定理 13,3.1 ”一 个 平面 褒 入 WG) 的 无 之 形 结构 的 纵横 
扩张 y(G) 若 无 超载 上 圈 ， 则 它 不 是 最 少 折 数 扩张 当 且 仅 当 在 
G) 中 存在 一 个 上 圈 C* 使 得 其 中 对 于 折 辐 向 的 边 的 数目 大 于 
C" 的 边 数 之 半 ， 

证 “事实 上 ， 是 将 引 理 13.3.4 从 对 于 Qulu) 换 为 对 于 
4(G) 的 说 法 . 


从 相应 引 理 13.3.5 的 结果 , 可 以 设计 一 个 求 平面 柑 入 G) 
的 最 少 折 数 扩张 的 更 为 有 效 算 法 ， ARSE uG) 的 一 个 无 
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之 形 结 构 的 纵横 扩张 上 对 于 上 图 而 不 是 在 Quia) 上 对 圈 作 调 
整 ， i 


$13.4 WERKA 


一 个 图 G = (V, E) 的 纵横 懂 入 (G) 所 占 的 面积 在 这 里 
定义 为 在 平面 上 覆盖 *(G) 的 甜 形 面积 的 最 小 值 ， 这 就 建议 我 
VIR x(G) 的 水 平和 嗓 直 直径 以 确定 (C) 的 面积 . 

对 于 一 个 纵横 嵌入 G), 令 V(Hor) 为 7(G) 中 所 有 极 大 水 
平 线段 的 集合 ， 和 E(Hor) 为 V(Hor) 中 的 元 素 对 (u,v) 使 得 在 
(GC) 上 存在 一 个 面 ， 其 边界 与 代表 u 和 的 每 条 水 平 线段 都 
有 一 公共 点 ， 由 此 ， 我 们 可 以 引进 一 个 图 ， 记 为 


Hor(y) = (V(Hor), E(Hor)). (13.4.1) 


并 称 之 为 x(G) 的 RB. 


引 理 13.4.1 4 Hor(y) 中 的 边 的 方向 定义 为 从 它 的 
ae 由 低 水 平 到 高 水 平 ( 即 y- 坐标 由 小 到 

, 则 有 向 图 Hor(y) 为 一 个 无 有 向 圈 的 图 . 

证 ”用 反 证 法 . W (ovn v) 是 Hor(y) 上 的 一 个 有 向 
Bj. Ul. vo 的 y ABER ye), i= 1,…,s, DE 


(m) < y(vz) < =- < y(v) < yar). 
这 就 与 六 坐标 的 传递 性 矛盾 . t 


如 果 引 进 一 个 新 的 节点 s 使 得 它 的 坐标 小 于 V (Hor) 中 所 
有 节点 的 y- 坐标 . 并 将 s 与 Hor(y) 的 每 一 个 源 连 一 条 边 . 
同时 ， 引 进 一 个 新 节点 t 使 得 它 的 y 坐标 大 于 V (Hor) 中 所 
AR a 坐标 . 并 将 Hor(y) 的 所 有 的 汇 均 与 + 连 有 边 . 这 
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样 ， 所 得 的 图 记 为 Horo). 可 见 ， 它 确定 -个 格 ， 且 ， 任 何 一 
条 在 Hor(y) 上 的 最 长 的 连 s 和 + 的 路 在 Hor(y) 上 也 是 一 条 
RK. BALE Hor(Y) 上 求 最 长 路 有 有 效 的 算法 ， 从 而 ， 求 
Hor(y) 的 最 长 路 也 有 有 效 算法 . Hor(y) 的 最 长 路 的 长 度 被 称 
为 Y(G) 的 纵 直 径 且 用 der(YG) RZ 

相仿 地 ， 对 于 一 个 纵横 嵌入 (G), 我 们 还 可 以 构造 一 个 关 
联 和 图 ， 用 | 

Ver(y) = (V(Ver), E(Ver)) (13.4.2) 

表示 . REF,  V(Ver) 为 YG) 中 所 有 极 大 竖 直 线段 组 成 的 集 
E- 和 E(Ver) 为 V(Ver) 中 这 样 的 节点 对 的 集合 使 得 其 二 个 
端点 所 代表 的 又 直线 段 同 与 x(G) 中 的 某 个 面 的 边界 具有 公共 
mi. 这 时 ， 称 Ver(y) 为 YG) 的 纵 图 . 

同样 , 边 (u,v) € E(Ver) 可 以 定义 其 方向 为 u,v 所 代表 的 
BARE MECN x- 坐标 到 较 大 的 z- 坐标 。 从而， Yer(7) 也 
为 一 个 有 向 图 . 


引 理 13.42 ”一 个 纵横 内 入 Y(G) 的 纵 图 Ver(y) 是 一 个 
无 有 向 围 的 有 向 图 . 

证 “在 引 理 13.4.1 的 证 明 中 只 要 将 那里 的 y- 坐标 用 这 里 
的 a- 坐标 代替 即 得 . b 


因为 Ver(4) 也 是 一 个 无 有 向 圈 的 图 ， 和 横 图 一 样 , 也 可 以 
引进 一 个 新 的 源 s 和 一 个 新 的 汇 t 而 得 到 图 了 er(7)， 当 然 ， 
Ver(y) 也 表示 一 个 格 . 且 ， Ver(y) 上 的 任何 一 条 最 长 路 在 
Ver(y) 上 的 部 分 也 是 Ver(y) 上 的 最 长 路 .在 Ver(y) 上 最 长 
路 的 长 度 被 称 为 Y(G) 的 RE. JP. B dnor(YG) 表示 . 

至 此 ， 我 们 知道 ， Y(G) 的 面积 为 


Ar(*G) = dhor(YG)dver( YG). (13.4.3) 
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CT. TTY PARRA (G) 出 发 ， 经 过 在 
Y(G) 中 的 上 圈 上 作 调 整 以 求 得 x{G) HMR) RA. 

因为 从 $13.3 中 知道 ， 求 一 个 平面 嵌入 的 最 少 折 数 扩张 可 
以 有 效 地 通过 算法 实现 . 求 一 个 平面 甬 人 的 极 小 面积 扩张 可 以 
只 限制 在 这 个 嵌入 的 所 有 的 最 少 折 数 扩张 中 进行 . 

这 里 的 关键 步骤 在 于 求 一 个 上 圈 使 得 从 它 经 过 一 类 运算 
可 导出 一 个 新 的 扩张 具有 较 小 的 面积 . 

4 C = (eue, 6) 为 Y(G) FRI—-T ER. C=(Sfi he: 
yf) 为 Y(G) 的 平面 对 偶 中 与 c* A. 当然 fois 
i< s 相应 G) MH. BH, f fua 的 边界 上 的 边 的 集合 
EE(fi) 和 El fizi) 满足 


e; € E(f) NE(fir), (13.4.4) 


i-12,-.54 fyi = fi 如 果 C* 上 主 向 边 的 数目 等 于 主 边 
的 数目 与 主 向 非 主 边 的 数目 之 和 之 半 ， 如 $13.3 中 所 述 ， 或 者 
沿 C* 两 个 方向 上 折 的 数目 之 最 大 者 为 C* 中 总 边 数 之 半 ， 则 
称 C* 为 oP Or. 在 图 13.4.1 中 ， (a) 给 出 了 一 个 纵横 嵌入 
?7(G), 其 中 之 虚 点 线 表 示 上 图 


C* = (UW, RS,QL, NM,OM). 


因为 
UW, SR, QL, NM 


全 为 从 边 , 仅 OM 是 主 的 和 UM 为 主 向 的 . 可 以 验证 C* 就 是 
Prem. (b) 给 出 了 (G) 的 横 图 Hor(y). 其 中 ， 最 长 路 的 
长 度 为 6. AM C) 的 纵 直 径 为 6. 

为 了 描述 在 一 个 纵横 嵌入 的 一 个 上 圈 上 的 变换 , 我 们 要 观 
察 织 横 嵌入 与 平面 直线 嵌入 所 关联 角 的 系统 的 关系 ， 


356 第 十 三 章 RAs 


4 u(G) 为 一 个 平面 嵌入 ， 其 上 有 些 边 上 有 附加 的 2- 节 
点 ， 和 ， 令 AUG) 为 与 通常 节点 关联 的 角 的 集合 与 BUG) 为 
同 附加 节点 (2- 节点 ) 关联 的 角 的 集合 ， 则 ， 一 个 图 G 的 任何 
一 个 直线 嵌入 HC) 在 某 些 边 上 带 附 加 2- 节点 均 确 定 了 一 个 
角 的 系统 CLA(4G), B(aG)). 然而 ， 反 之， 一 般 自 不 成 立 . 


. ay 
ia Be B PME en á 
SEE a Xm Am 
B ig | n ME a eue 
X ol op AG eod Uu uet 
T 3 [dX T od | ĉe 
3 " A 
Tv RU ^ 
TY how | 
(a) (b) 
图 13.4.1 


引 理 13.4.3 ”一 个 图 G= (V, E) E ERA HG), FAN 
qu 2-75 Re X eam ERE ET A, HARK A(c), B(uG)} 
确定 一 个 纵横 嵌入 ， 当 且 仅 当 它 满足 如 下 条 人 御 : 


Aul — (A(uG) B(uG)) 的 每 个 角 只 可 能 取信 Toms RT: 
An2 ”在 每 个 节点 v( 包 括 附 加 节点 ) 处 ， 有 
9, A=. (13.4.5) 


A€A,(uG) 


其 中 ， A (uG) X v RAHA AUG) 和 BUG) 中 角 的 集合 ; 


An3 ”在 每 一 个 面 f A 
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Y A= (ef) - 2), (13.4.6) 
AG ArIUG) 
其 中 ， Ap(uG) AH fO AHG) U B(uG) 中 区 的 集合 和 和 
PU 为 考虑 附加 节点 在 内 的 了 的 次 
证 ”通过 验证 ~- 个 图 G 的 纵横 嵌入 是 否 满足 Ani 一 3, % 
要 性 是 显 见 的 . 
充分 性 可 由 定理 9.3.1 导出 ,其 理由 是 只 要 把 折 视 为 附加 
的 2- 节点， 一 个 图 G 的 纵横 做 入 就 是 图 G 加 附加 2- 5 Sue 
IS B9 LR GRAL 


对 于 一 个 纵横 嵌入 NG), & 4(YG) 为 xX(G) 上 所 有 包括 折 
处 在 内 的 角 的 集合 ， 即 ， 


A(yG) = A(YG) + B(YG). (13.4.7) 


车 C* = (een se) 为 x(G) 的 一 个 上 图 和 C= (fis fay da) 
为 在 x(G) 的 平面 对 偶 中 与 C* ALTA, WW. Ate Age) 上 
作 如 下 运算 : i=1,2,…,s， 
A. 对 于 e 是 一 个 从 边 (用 8 表示 ) 但 非 主 向 边 ,将 这 个 与 
e; 关联 的 内 大 于 了 的 角 Aglen 5) BEH Arlen S) — 7: 
B. 若 ei WEA, MH e 中 相应 的 折 去 掉 ; 
C. 35 e, 为 主 的 但 非 主 向 的 ， 则 在 e; 上 引进 一 个 折 使 得 在 
fen 内 为 T fij 
就 称 之 为 对 Cr 作 ABRE 


引 理 13.4.4 £A HERBRA Y(G) 上 对 上 图 C* 作 
单 亿 旋 所 得 的 角 系 统 ， 则 AT S500 X — NAERA SY (G) HA 
Ai. mE. y(G) 的 总 折 数 与 1G) is E Bx s co 是 折 
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证 ”通过 验证 A 满足 引 理 13.4.3 中 的 条 件 Ani -3 即 得 
第 一 个 说 法 . 后 一 说 法 之 必要 性 . 由 于 车 C* 不 是 折 平 衡 的 ， 
则 从 813.3 中 所 讨论 的 Y'(G) 不 可 能 与 x(G) 有 相同 的 折 数 ， 即 
可 得 . hec. 由 C 的 折 平 衡 性 ， 通过 单 如 旋 的 运算 在 yG) 引 
进 之 折 数 与 在 ?(G) 上 去 掉 的 折 数 相同 从 而 ， 可 得 充分 性 .1 


在 图 13.4.2 中 ， (a) th TARRA vG). 它 是 由 对 图 
13.4.1(a) 中 虚 点 线 所 示 的 上 圈 C* 在 x(G) 上 作 单 侧 旋 得 到 的 . 
(b) 显示 了 Y(G) HMA Hor(y). 由 于 C" 是 折 平 衡 的 在 v'(tG) 
上 的 总 折 数 与 在 Y(G) 上 的 相间 . 然而 ,这 时 '(G) HARB 
y(G) 的 少 1. 


a, 
iA iH oC ELT LS —. 
Tm FL... Wc oo a 
EMI | J P ! 
— jk L-- AS OTT. : 
R 1 d 
T Uy ECT T ug M E a, “a, 
IP A 
L2 a eet a x 
SERES CE n MN CAMS 
fe] : 2, 
(a) (b) 
图 134.2 


若 一 条 边 (w0), 它 的 二 个 关联 面 为 fa 和 fa, 在 纵横 嵌入 
NG) 中 有 A, 27H A, r RERS WPK 。 为 可 转 的 
在 Älg) 中 的 运算 使 得 


A, =A 一 一 ; 

af vf , 

? 2 (13.4.80) 
7T 

í Aufa 3 Au, fa + 2 
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* 

A, s, = Au. x. 十 z 
(13.4.8b) 

7T 

ere oy P Ru 

Aufa ^75 


和 所 有 其 它 的 角 不 变 被 称 为 对 于 可 转 边 e = (u,v) E at. 容 
易 看 出 , 旋转 运算 将 一 个 纵横 戏 人 变换 为 另 一 个 纵横 嵌入 使 总 
折 数 不 变 ， 但 ， 可 能 改变 它们 之 面积 

若 一 个 上 圈 C", EE yG) 上 是 折 平 衡 的 ， 使 对 它 作 单 侧 
旋 而 得 到 的 Y(G) EE ?(G) 面积 小 ， 则 称 C* 为 面积 可 调 的 . 

当然 ， 我 们 可 以 借助 纵 图 与 横 图 用 Y(G) 的 结构 性 质 刻 划 
一 个 上 圈 是 面积 可 调 的 表征 . 一 个 可 转 的 边 ,车 对 它 作 旋转 运 
算 之 后 所 得 的 纵横 嵌入 的 面积 比 原来 的 小 ， 也 被 称 为 面积 可 
调 的 . 这 就 建议 我 们 在 一 个 纵横 修 入 上 通过 对 于 可 调 的 上 图 各 
边 作 上 面 的 二 类 运算 以 恒 在 保持 总 拆 数 不 变 之 下 求 得 一 个 纵 
横 嵌 入 的 极 小 面积 扩张 , 

进而 , 我 们 也 可 以 通过 推广 对 于 折 平 衡 上 图 的 可 调 性 到 非 
折 平 衡 的 情形 以 便 求 得 允许 增加 约定 限制 的 总 折 数 之 条 件 下 
的 极 小 面积 扩张 ， 甚 至 最 小 面积 扩张 . 


$13.56 ic 

13.6.1 Æ 813.1 TP EXE BIER — 1 ERE RI UL a A 
法 可 以 看 做 为 Tutte [Tutis] 用 于 所 有 权 皆 取 为 1 的 情形 的 扒 
P. 然而 ， 在 Tutte 的 文章 中 并 未 提 及 任何 最 优 性 之 问题 . 那 
Bd, fH 09 E BUE T e d ICA IU fet 


13.5.2 对 于 平面 上 的 一 些 给 定 的 点 , 求 以 它们 作为 节点 
的 最 短 三 角 剖 分 ,不 管 是 在 几何 上 , 即 两 节点 之 闻 的 长 度 为 欧 
天 距离 ， 还 是 在 组 合 上 ， 妈 两 节点 间 之 长 度 为 任何 非 负 的 权 ， 
都 是 很 难 的 . 直到 现在 ， 即 使 几何 的 情形 ， 一 般 而 论 比 组 合 情 
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形 会 容易 些 ， 也 没有 发 现 有 效 的 算法 . 当 平面 上 的 这 些 节点 形 
成 一 个 凸 多 边 形 时 , PEELE LEASE, 均 是 多 项 式 可 
解 的 . $035 +, Dantzig, Hoffman 15828 9& [DaHH1] 对 此 用 线性 
规划 提供 了 一 个 有 效 算法 . 然而 , 在 813.2 中 , 不 仅 对 此 也 提供 
了 另 一 个 有 效 算法 而 且 还 多 项 式 地 解决 了 更 广 一 些 的 问题 . 


13.8.3 5j 813.2 中 所 讨论 的 问题 相仿 地 , 还 可 以 对 于 曲 
面 或 高 维 空间 提出 相应 的 问题 . 然 ， 在 文献 中 尚未 见 到 进一步 
之 结果 . 

13.5.4 关于 折 数 的 最 小 化 ， 或 者 从 超大 规模 集成 电路 
设计 的 和 角度 通道 最 少 化 ， 近 年 来 ,许多 文章 讨论 各 种 模型 .其 
中 ， 有 Tamassia 将 求 最 少 折 数 扩张 的 问题 转化 为 网 络 流 的 问 
R [Ta]. 然而 , 在 $ 13.3 中 所 讨论 的 可 以 看 做 是 我 国 于 五 十 年 
代 在 解 运输 问题 时 发 现 的 图 上 作业 法 的 一 种 发 展 [Liu30]. 相关 
药 - 一 些 问 题 还 可 见 [BN1], [BeH1;, [CKC1], [Cle1], [DuZ1], (Kr1], 
[LL3], [Liu28], [REW 1) 等 . 


13.5.5 ”虽然 一 种 与 513.3 中 所 用 的 相仿 的 方法 也 可 以 
来 求 一 个 平面 借入 的 极 小 面积 扩张 ， 但 ,这 时 并 不 像 那里 那样 
有 效 . 其 最 小 性 和 有 效 性 尚 待 进一步 研究 ， 当 然 ， 求 一 -个 图 的 
最 小 面积 啼 入 与 最 少 折 数 幅 入 一 样 至 少 在 计算 复杂 性 方面 是 
更 为 困难 的 . 很 多 文章 致力 于 估计 最 小 面积 嵌入 所 占 的 面积 之 
ER BLI) [Liu29]. 方法 是 用 分 离子 定理 [LT1-2]. 然而 ， 对 于 一 
些 类 型 的 图 , 最 少 折 数 嵌入 中 总 折 数 的 最 小 上 界 则 是 用 另外 的 
方法 得 到 的 [LMP1], [LMPS1-2] 和 [LMS1-2]. 这 种 方法 利于 估计 
一 些 类 型 图 的 最 小 面积 仍 入 所 占 面积 的 上 界 , 甚至 最 小 上 界 也 
可 以 想象 是 很 有 希望 的 ， 在 [Liu29] 中 曾 提出 过 这 种 想法 ， 
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814.1 ”二 分 拟 阵 \ 


在 文献 中 ， 拟 阵 的 等 价 定 义 履 见 不 鲜 ， 我 们 这 里 把 拟 阵 
视 为 在 一 个 有 限 集 E 上 的 一 个 子 集 族 2 使 得 满足 如 下 的 二 条 


公理 : 


公理 1 在 ZZ 中 ,任何 一 个 成 员 均 非 另 一 个 成 员 的 真子 
集 . 

公理 2 令 e 和 ?为 召 中 两 个 不 同 的 元 素 . 2X PY # 
Z 的 两 个 成 员 使 得 aeE XNY 和 be X\Y. 则 ， 存 在 Z EZ 使 
得 beZC{(XUY) -a. 


为 阶 . Z 中 的 成 员 称 为 PR. Z 的 基数 称 为 AL. 

一 个 拟 阵 ， 常 用 M = (EE) 表示 . 当 无 需 特 别 指出 基础 
集 时 ， 简 记 为 M. 两 个 拟 阵 M = (21, E1) 和 Ma = (22, E2), 如 
果 存 在 一 个 双 射 ->: EQ Ez 使 得 : VC, = [en 026) € Zi, 


7(C1) = {r(elj,r(ez)……Tr(es)}e Za, (14.1.1) 
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则 称 M 与 M: 是 P4405, 并 用 Mi = Mo 表示 . 虽然 ， 只 有 一 
个 元 素 的 子 集 允许 作为 一 个 圈 ， 这 时 称 之 为 环 , 我 们 在 这 里 不 
讨论 带 有 环 的 拟 阵 . 因为 环 对 于 本 章 是 无 关 紧 要 前 . 

令 为 由 集合 {eVe c E) ERF LERZ, 用 leve © 
E) 表示 . FENE f EE, G El) A EPH f WdE oS 
SE 有 时 ， 如 不 引起 混淆 , 可 用 f 本 身 代表 EU). 

EE(f) 为 了 的 支柱 . 一 个 整 向 量 , 抑 指 在 整数 环 上 的 向 量 群 
HA. 一 个 整 向 量 的 所 有 分 呈 皆 整数 . 一 个 整 向 
量 ， 如 果 它 的 支柱 对 于 M 是 极 小 的 ， 即 在 .VY 中 不 存在 整 向 基 
9 关 了 使 得 EQ) 为 E(f) 的 真子 集 ， 则 称 之 为 初等 的 . 

GERI, BDEF-GF(Q)L, BR, RAE 是 一 
个 空间 ， 则 容易 验证 ， 子 集 族 Z(N.2) BAN 中 所 有 初等 向 量 
的 集合 ， 形 成 一 个 拟 阵 ， 用 M(N';2) 表示 .任何 一 个 拟 阵 ， 若 
€ 与 对 于 菜 个 群 的 MQN;2) AW, AN 为 二 分 空间 £ 的 
ZBL MERZA 二 分 的 . 一 般 地 ， 取 F 为 有 理 域 或 
实 域 ， 若 一 个 初等 向 量 ， 对 于 整数 环 上 的 一 个 向 量 群 W 其 所 
有 的 非 0 分 量 只 取 +1 或 -1, 则 称 它 为 本 原 的 . 也 易 论 证 ， 由 
N 中 的 所 有 本 原 向 量 组 成 的 集合 ， 或 者 说 E ATER A 
形成 一 个 拟 阵 ， 用 MCN) 表示 . 如 果 一 个 氟 阵 与 对 于 某 正则 群 
N, 即 对 于 每 一 个 初等 向 量 均 存 在 一 个 本 原 向 量 与 它 有 相同 的 
REA MN) 同 构 则 也 称 之 为 正则 的 . 因为 对 每 一 个 本 原 
向 量 ， 存 在 一 个 初等 向 量 与 之 有 相同 的 支柱 ， 即 可 看 出 ， 凡 正 
则 拟 阵 均 为 三 分 的 . 


引 理 14.1.1 — X M-—(Z,E)X4—Tt—2439B. YC, C2 € 


36 € Z, C, c Ci (Dos (14.1.2) 


HH, CBC. = (C100;) (C10 Cy) 被 称 为 Ci 与 Ca 之 间 的 
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XZ. 
证 ”因为 M 是 一 分 的 ， 在 一 分 空间 £ PAE PR 
A 使 得 M 与 MQN;2) FRE. 因为 向 量 
f-f(C)*f(C)eN 


和 
E(f) = Ci DC e 2(W;2) =Z, 


EN 中 有 一 个 初等 向 量 fo 使 得 EGO) C EU, 从 而 ， Cs = 
E(fo) 即 满足 (14.1.2). 


GM = (EE) 是 一 个 二 分 拟 阵 , ES MN) [B]. 其 中 ， 
N 为 二 分 空间 E 中 的 一 个 Abel 群 ， 亦 即 子 空间 ， 则 ， 对 于 € 
中 N 的 正 交 子 空间 ACE, 那些 与 M(N+) 同 构 的 拟 阵 被 称 为 M 
的 对偶 拟 阵 , 并 用 M = (Z*, E) 表示 . 2 中 之 成 员 被 称 为 上 
图 . 当然 ，.Z* 也 是 二 分 的 . 


5I 14.1.2 若 M 是 一 个 二 分 拟 阵 和 MT 为 它 的 对 偶 ， 
Wl, vCeceZ2,C*cz, 


|C ^ C*| = 0 (mod 2). (14.1.3) 


证 由 Z 与 2* 的 正 交 性 ， 直接 可 得 . , 


对 于 氢 阵 M = (£,E) 车 ER 的 一 个 子 集 不 含 图 ， 则 称 之 
为 独立 的 ; 否则 ， 相关 的 . 因为 空 集 绝 不 含 图 ， 故 它 是 一 个 独 
立 集 . TH, 容易 论证 ,一 个 独立 集 的 任何 一 个 子 集 也 是 独立 
in. 


引 理 14.1.3 — xb L—238&M-(ZXE),40 和 Ca 为 
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LT OS S ET A-C(DCs. 则 ， 3€,€5:,0,€ 23 
A= 6. (14.1.4) 
iml 


其 中 ， 求 和 表示 集合 的 不 交 的 并 . 

证 设 M 5 MW) APR N 为 二 分 空间 中 之 一 子 空 
JH]. 这 时 ， A 的 每 一 个 非 0 向 量 均 相 应 E 的 一 个 相关 于 集 ， 
由 引 理 14.1.1, 4 含 一 个 圈 Ci. 因为 向 量 f(A), 41 = AG GL 
ZEN p, A: 也 是 巨 一 个 相关 子 集 ， 令 C) HA, 中 的 一 个 
E. 然后 ， 若 4: Co 非 空 ， 则 再 取 A. = A, 全 Ca HE A 继 
续 行 此 法 . 由 ERARE AREA (14.1.4). 4 


因为 对 于 二 个 独立 子 集 也 和 Y, 若 |X|== |¥) 41, 则 存在 
zc XX\Y 使 得 YUz 也 为 独立 子 集 ， 可 以 论证 所 有 极 大 独立 子 
集 , 即 它 不 是 任何 一 个 独立 子 集 的 真子 集 ， 均 有 相同 的 基数 ， 
并 称 这 个 数 为 此 拟 阵 之 A. 一 个 极 大 独立 子 集 也 被 为 一 个 基 
ak, H B(M), RREH BRN. 还 可 看 出 , 对 于 egB, 在 BUe 
中 恰 有 一 个 图， 与 图 的 情形 相仿 地 也 称 之 为 M XT B 5S e 
成 的 RAB. 并 用 C(B,e) RZ. 


引 理 14.1.4 对 于 二 分 拟 阵 M —(Z,E, $ BRM 
zr T RI, 对 于 一 个 圈 C, CAB "= (e1,6e2,: e) 有 


C= QD cie). (14.1.5) 


1<i<s 


证 ”由 第 三 章 中 所 讨论 的 ， 若 M 与 MIN;2) 同 构 ， 则 对 
于 一 个 基础 的 所 有 基本 图 形成 由 群 NM 所 产生 的 子 空间 的 一 组 
基因 为 任何 一 个 医 均 为 N 中 的 一 个 向 量 ， 它 用 基 中 向 量 的 
线性 组 合 的 表示 就 给 出 了 (14.1.5). t 
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令 M 为 一 个 拟 阵 ， 不 必 是 二 分 的 对 于 如 的 一 个 子 集 S, 

AM 

Ei 


L={AWAE Z, AC S) - Zn S. 


容易 验证 ， 工 = (£, 5) 为 一 个 拟 阵 ， 并 称 之 为 M 到 5 上 的 约 
化 ,用 上 = MS 表示 ， 对 于 一 个 TC 8, 令 


P={AWC EZ, A- CnT 4 B). 


也 易 验证 ， = (PLE) 同样 是 一 个 拟 阵 ， 并 称 它 的 M 到 工 的 
收缩 , 记忆 = M xT. 任何 一 个 拟 阵 , 若 它 具 有 形式 (M -S) x T, 
则 称 之 为 M 的 一 个 子 形 . 可 以 看 出 ， 任 何 一 个 拟 阵 M 之 子 形 
ZW M 的 子 形 . 

引 理 14.1.5 ”二 分 拟 阵 的 子 形 也 是 二 分 的 ， 

证 ”由 于 在 一 个 二 元 空间 中 的 一 个 群 上 作 相 应 的 约 化 和 
收缩 运算 所 得 的 仍 为 这 个 二 元 空间 中 的 群 ， 册 二 分 拟 阵 之 定 
义 ， 即 可 得 引 理 . h 

并 非 任何 拟 阵 均 为 二 分 的 . 一 个 简单 的 非 二 分 拟 阵 的 例子 
就 是 U (4,3), 即 它 的 基础 集 由 四 个 元 素 a b,c 和 d 组 成 和 所 有 
它 的 由 三 个 元 素 组 成 的 子 集 作为 图. 由 于 它 的 两 个 圈 abc) 
_ 和 (a,b, d) 的 对 称 差 {c,d} 不 含 任何 图 ， 从 引 理 14.1.1 可 知 ， 
U(4.3) 不 是 二 分 的 . 可 以 验证 ， 它 是 阶 和 度 为 最 小 的 非 二 分 所 
gr. 

引 理 14.1.8 ”对 于 任何 二 分 拟 阵 M, 


ASTCE, (M.S)xTSU(43). (14.1.6) 


ài 5 14.1.5 的 一 个 直接 结果 . i 
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进而 ， 所 有 这 些 概念 ， 诸 如 独立 性 ， 上 了 轿 ， 基 础 ， 对 偶 性 
等 如 上 所 述 均 可 从 二 .分 拟 阵 延伸 到 对 于 一般 的 拟 阵 . 对 于 拟 阵 
M=(Z,8), 不 必 是 二 分 的 ，B 的 一 个 子 集 被 称 为 独立 的 , 如 果 
它 不 含有 Z 中 的 圈 . MM 的 基础 就 是 中 的 极 大 独立 子 集 . 
因为 所 有 极 大 独立 子 集 均 有 相同 的 基数 ， 则 称 这 个 数 为 M4 的 
秩 . 若 互 的 一 个 子 集 与 M 的 任何 一 个 基础 均 有 非 空 的 交 而 且 
无 真子 集 也 具有 这 一 性 质 ， 则 称 之 为 对 于 M 的 上 图 . 同样 , 可 
以 证 明 由 M 的 所 有 上 图 构成 的 上 的 一 个 子 集 族 Z* 也 形成 
E 上 的 一 个 拟 阵 ， 它 就 是 M B 对 偶 拟 阵 , 记 为 M* = (Z* E). 
容易 看 出 ， M** = M. M 的 任何 一 个 基础 在 EE 中 之 补 为 M* 
的 一 个 基础 ， 也 称 之 为 M 的 上 基础 , 记 为 B(M), 或 简单 地 B. 
上 基础 的 基数 被 称 为 M 的 dk. 因为 一 个 上 基础 中 的 一 个 元 
素 与 相应 的 基础 恰 含 有 圈 ， 也 称 这 个 圈 为 RAG. 相仿 地 ， 每 
一 个 基础 中 的 元 素 与 相应 的 上 基础 恰 食 M 的 一 个 上 图 ， 并 称 
之 为 基本 上 图 . 


引 理 14.1.7 对 于 一 个 据 阵 M, 不 必 是 二 分 的 ， 条 件 
(14.1.2-6) 是 互相 等 价 的 . t 


由 于 篇 幅 所 限 ， 这 个 引 理 的 完全 证 明 建 议 读者 参见 [Tut9， 
10, 18], [Well] 和 [Whn1]. 


定理 14.1.1 —-PREM=(Z, FL 是 二 分 的 ， 当 且 仅 当 
条 件 (14.1.2-6) 中 之 一 满足 . 


证 ”由 引 理 14.1.1-4 和 引 理 14.1.6-7 只 要 证 明 条 件 (14.1.2- 
6) 之 一 对 于 M 为 二 分 的 是 充分 的 就 够 了 ， 这 里 ， 我 们 仅 取 条 
fft (14.1.5). 若 将 E 的 一 个 子 集 5 用 GF(2) 上 的 向 量 f(5) x 
示 使 得 了 的 一 个 分 量 为 1, 当 且 仅 当 相应 的 元 素 在 S P. Wu. 
集合 间 之 对 称 差 就 是 相应 向 量 间 的 加 法 (mod 2) 运算 . 因为 条 
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件 (14.1.5) 提供 了 M 中 的 圈 作 为 基本 圈 之 线性 组 合 的 表示 ， 

这 样 , 若 将 M 的 基本 圈 所 相应 的 向 量 为 基 扩 张 成 为 子 空 间 N, 
自然 ， 它 是 二 分 空间 中 的 一 个 Abel BE. 由 拟 阵 的 公理 2, 所 
有 初等 向 量 为 Z PAR. Mut M —(Z,E) S M(A52). RA 
之 ， MM 是 二 分 的 ， 


引 理 14.1.8 -AME M 是 二 分 的 ， 当 且 仅 当 它 的 对 
1 M* 是 二 分 的 . 

证 ”事实 上 ，M 和 M* 分别 由 EE 中 的 两 个 互 为 正 交 的 子 
空间 fn N+ 所 产生 的 .从 而 ， 引 理 成 立 . i 


由 引 理 14.1.8 和 定理 14.1.1, 我 们 即 可 得 


定理 14.1.2 —PREM=(Z,E 是 二 分 的 ， 当 且 仅 当 
下 面 的 条 件 之 一 满足 : 

(0 对 于 MM 的 年 何 二 个 上 图 CY 和 03, 存 在 一 个 上 图 C 
使 得 C3 c CT@C; 

2) ”对 于 任何 二 个 上 图 CY Cz, 它们 的 对 称 差 可 以 表 
RAM 中 上 轿 之 不 交 的 并 

(3) ”对 于 一 个 上 基础 B= {e1,ez,…e。}, EM LEAR 
示 为 基本 上 团 之 对 称 差 ; 

(4) M BRAME M 没有 子 形 与 0U(4,3) BAY. h 


事实 上 ， 可 以 看 到 {a,b,c,d} 中 的 任何 二 个 元 素 成 的 子 集 
均 为 U(4,3) = ((abc,abd, acd, bed), (a,b,c, d)) 的 一 个 基础 .而 
县 ， 也 是 一 个 上 基础 ， 这 就 是 说 UV(4,3) = U*(4,3). 一 个 拟 阵 ， 
若 它 的 对 偶 拟 阵 与 它 本 身 同 构 则 称 之 为 自 对 偶 的 . 这 样 U (4,3) 
就 是 一 个 自 对 偶 的 拟 阵 . 
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-一 个 拟 阵 M = (Z, E) PRATER F 上 是 可 表示 的 , 如 果 存 
在 一 个 双 射 7 :一 了 使 得 保持 线性 独立 性 ， Ep, Vee PF 
的 向 量子 空间 ， 对 于 拟 阵 M, 若 存在 一 个 域 使 得 M EERE 
是 可 表示 的 ， 则 称 M 为 可 表示 的 . 


引 理 14.21 SN HELEN ERRH-TEWR. 
则 ， 对 于 任何 整 向 量 了 关 0, JEN, 存在 与 f 有 相同 支柱 的 本 
EE fis fas fs 使 得 


f= > fe (14.2.1) 

dE $ sum(a) = Yep lu(e)], HH ue V 为 一 个 向 量 . 假 

若 引 理 非 真 ， 则 可 以 取 f 为 那些 不 满足 引 理 使 sum 达到 最 小 
的 向 量 . Ro 为 与 了/ 有 相同 支柱 的 本 原 向 量 . iR A 了- 9- 4 
KR, 若 =0, 则 了 =g. 这 说 明了 满足 引 理 . Wo AAO. HIE 
则 性 ， 有 


sum (h) < sum (f) 


和 Elh) = E) Mili, h 为 本 原 向 量 之 和 并 且 这 些 本 原 疝 量 
与 上 有 相同 的 支 福 . 这 又 导致 f 满足 引 理 . 与 了 的 选择 矛盾 . 
从 而 ， 引 理 得 证 . 4 


对 于 一 个 整数 > > 2, 若 一 个 整 向 量 f, 它 的 每 个 分 量 之 绝 
对 值 均 小 于 p, 则 它 被 称 为 对 p 是 标准 的 . 


引 理 14.2.2 ” 令 人 是 召 上 的 正则 群 . 则 , 对 于 每 个 g>2 
和 每 个 整 向 量 GCN, 存在 一 个 整 向 是 了 使 得 了 = g (mod q). 


证 “对 于 一 个 整 向 量 j, 令 n (9) ITR e € Hg) H 
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leol > a 的 数目 ， 可 以 取 一 个 整 向 量 f 使 得 
ng(f) = min{na(9)| j = 9 (mod q)]. 


车 ns(f) > 0, 设 |f(a)| 2q, ac E. HRA 14.2.1, SRE A, 
E(h) = E(f) fi h(a) #0. 记 


=f-gh. 
H [fi(@)| < ye 和 f(a) « a fla) < gq, 有 
Mel fi) € ng(f). 


且 ， 其 中 之 等 号 成 立 当 且 仅 当 有 (a) > a. 如 果 这 样 ， 可 以 用 fi 
代 了 再 行 此 过 程 、 由 f(a) 的 有 限 性 ， 总 可 找到 p 使 得 


ngl f’) < naff). 
与 了 的 选择 矛盾 ， 从 而 ， 引 理 成 立 . h 


引 理 14.2.3 A M=(2,E) 为 一 个 正则 氢 阵 ， 则 ， 对 
任 一 素数 P 存在 巨 上 的 一 个 对 于 GF 的 正则 群 W 使 得 
M=M(N). 其 中 ， GF(p) 是 特征 数 为 p 的 域 . 

证 ”因为 M 是 正则 的 ， 则 在 召 上 存在 一 个 对 于 有 理 域 
的 正则 群 A 使 得 M = M(N'). 对 每 个 P e 7, 了 为 依 如 下 
方式 定义 的 对 于 GF(p) 的 向 量 : 


f(a) = f'(a) (mod p), Va € E. (14.2.2) 


可 以 看 出 ， 对 于 所 有 f' e A’ 的 满足 0422) 的 标准 向 量 f 
的 集合 A 形成 E 上 对 于 GFO) 的 一 个 群 ， 下面 ， 我 们 证 明 
M'(N^) = M(N). 


370 第 十 四 章 ”图 和 上 图 拟 阵 


& Ce 2. H M= MN’), 存在 一 个 本 诛 向 量 je.N' 使 
得 
E(k) = C*. 
SRE, 考察 与 MMAR ah. 自然 ，B(h) = C7. 这 就 是 
说 C 在 M(N) 中 是 相关 的 ， 因 此， 在 MQN) 中 存在 一 个 圈 C 
使 得 C Cc. 
另 一 方面 ， 令 C 是 MW) 中 的 一 个 圈 ， 则 ， 有 一 个 向 量 
feN 使 得 
E(f)=C. 
然 ， 这 就 是 说 存在 F EN 使 得 CC E(f'). Bae E(PAC, Dl 
f'(a) = 0 (mod p). 但 这 时 ， 由 引 理 14.2.2, 存在 一 个 标准 向 量 h 
使 得 
E(k) = E(f) = C. 
换 句 话说 ，C 在 MN’) 中 是 相关 的 ， 从而， 在 MWN) 中 存在 
一 个 圈 C 使 得 ccc. 
综 上 两 个 方面 ， 即 知 MN) = MCN"). 这 就 得 到 了 引 理 . 
1 


引 理 14.244 ”车 一 个 拟 阵 M 是 正则 的 ， 则 M 对 任何 域 
均 为 可 表示 的 . 

证 “” 击 正则 拟 阵 的 定义 ， 自 然 ， 它 对 于 有 理 数 域 是 可 表 
WAJ. 因此 ， 对 于 特征 数 为 0 的 域 是 可 表示 的 . 进而 ， 由 引 理 
14.2.3 知 M 对 于 GF(p) 是 可 表示 的 . 从而， 对 于 特征 数 为 p 
的 域 ， 它 均 为 可 表示 的 . 根据 域 对 于 特征 数 之 分 类 ， 即 可 得 引 
理 . h 


4 D(M) 为 拟 阵 M = (Z, E) WIRE. EMT Z 
中 之 圈 和 列 为 BPSK. 并 称 之 为 M Me. 对 偶 地 ， 
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可 知 dee, 用 D'UM) 表示 .也 就 是 说 ， M 的 上 图 矩阵 妈 
它 的 对 偶 拟 阵 M* = (Z*, E) HEER. Am, € 


D'(M) = D(M*). (14.2.3) 


对 于 二 分 拟 阵 M, SRB OUS T BEE D = D(M) 和 
D* = D*(M) 的 元 素 土 使 得 对 整数 环 ， 


DD" = 0， (14.2.4) 


则 称 M X 可 定向 的 ， 
引 理 14.2.5 若 氢 阵 M. 是 正则 的 ， 则 它 必 为 可 定向 的 . 
tt AWE LAME M 是 正则 的 ， 必 存在 一 个 整 向 量 
ASHE WAG M = M(N). 对 于 M 的 一 个 圈 C, 有 一 个 本 原 向 
E f EN 使 得 E)-c 在 M 的 加 矩阵 D 中 相应 C 的 行 
根据 f 的 分 量 为 +1 或 -1 分 配 此 行 中 相应 的 元 为 + 或 -. 用 
相仿 地 规则 给 上 图 矩阵 D* 的 元 素 分 配 符号 ， 即 ， 给 对 偶 拟 阵 
M*=M(NY 的 图 矩阵 的 元 素 用 同样 规则 给 以 符 导 . 由 于 向 量 
REN 和 ww = N+ 的 正 交 性 可 知 D 和 D 的 如 上 的 符号 分 配 
使 得 满足 (14.2.4). Ami, E0431. h 


对 于 一 个 二 分 拟 阵 M, & B 为 它 上 的 一 个 基础 . 这 时 ，M 
的 对 于 基本 图 和 E 中 元 素 的 关联 阵 被 称 为 它 的 RAE. 相 
MAR, MAY LAE de PE 就 是 它们 对 偶 拟 阵 M BRAS 
阵 ， 当然， 这 时 之 共 本 圈 是 对 于 M* 上 的 基础 B= E-BW 
Be 一 个 有 理 域 上 的 矩阵 ， 如 果 它 的 所 有 子 方 阵 的 行列 式 只 取 
0, 1, 或 —1, 则 称 之 为 SRR. 


引 理 14.26 — EAE M 为 正则 的 ， 则 对 于 任何 一 个 基 
础 ， 其 基本 纯 阵 是 全 单 模 的 . 
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证 ”由 正则 性 和 引 理 14.2.1, 允许 我 们 只 讨论 正则 空间 中 
由 本 原 向 量 组 成 的 基 的 相应 基本 和 拖 阵 的 正则 性 . 

为 方便 ， 令 JST), S € B, T € B,|8| = [T], 为 对 于 基础 
BAAS J(B) 的 子 和 矩阵 使 得 它 的 行为 相应 S 中 元 素 与 B 
形成 的 基本 圈 和 列 为 与 工 的 元 素 相应 的 . Æ det J(S, T) € 0, W 
可 以 看 出 矩阵 J(B) AT RT, HFT ILA -1 加 到 另 
一 行 上 和 将 一 行 滋 以 -1 这 三 种 运算 被 变换 为 算 阵 IB), 其 中 
B' = (BAT)U S. 这 就 是 说 存在 一 个 非 异 矩阵 A, 其 中 元 素 为 0, 
1 或 -1 使 得 


det A det J(S, T) =1. 


因为 det A 和 det J(S, T) 均 为 整数 ， 只 能 det J(S, T7) = 1 或 —1. 
由 号 以 及 $ 和 了 的 选择 之 任意 性 ， 即 得 引 理 . 4 


一 个 二 分 拟 阵 M, 若 它 的 一 个 基本 矩阵 是 全 单 模 的 ， 则 称 
M 也 为 全 单 模 的 . 由 引 理 14.2.6 的 证 明 所 示 ， 只 要 有 一 个 基本 
矩阵 是 全 单 模 的 ， 则 必 导 致 所 有 的 基本 矩阵 皆 全 单 模 的 . 

一 个 二 分 的 但 非 正则 的 拟 阵 的 最 简单 的 例子 就 是 所 谓 Fano 
Ja BE, 即 其 基础 集 由 七 个 元 素 组 成 ， 记 为 {ei,e2,…, 62) 和 图 的 
集合 为 
{X126, X135, X247, X234, X257, X367, Xase]- 


其 中 ， Xijk =fall<te<7,t4ig Mk}, lsi<j <k <7. 

上 述 Fano 拟 阵 的 非 正则 性 ， 可 以 按 如 下 方式 证 明 ， 因 为 
BUE {es,es,es,er} 为 它 的 一 个 基础 . 这 时 ， 它 的 三 个 基本 图 
为 Xaa, Xiss 和 X26. 其 基本 矩阵 为 
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J ({e4, es,e6;27}) = 0 1 0 z% 0 fo,  T24 
0.0 1 T3] T32 0 234 


Bp, ay =+1i¢j,1<ij <4 假若 此 矩阵 是 全 单 模 的 . 由 
于 下 面 四 个 子 阵 的 行列 式 | 


T31 32 0 


必需 为 偶数 . 人 队 全 单 模 性 又 使 得 如 下 的 方程 对 于 所 有 未 知 量 非 
1 则 -1 有 解 : 
713024 = $144£23, 221434 = T24T31, 
112234 = 714232, 721732713 + 731723112 = 0, 
713724T]4123 = 221234224131 一 112234214732 = 1, 


£21232213231723312 = —1. 
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然 ， 这 些 方程 将 导致 


—1 = (z21232213231123212)724724724 
= (213224214223) (£31 224272431 (212934714232) 
= 1, 
因此 ， Fano 拟 阵 不 可 能 是 全 单 模 的 ， 由 引 理 14.2.6 可 知 Fano 
拟 阵 是 非 正 则 的 - 


引 理 14.2.7 若 一 个 拟 隆 M 是 正则 的 ， 则 Fano 拟 阵 和 
它 的 对 偶 均 非 M BUT X. 

证 ”因为 可 以 论证 ， 一 个 正则 拟 阵 的 任何 子 形 也 是 正 旭 
的 ， 而且， 用 与 引 理 14.1.5 和 引 理 14.1.8 的 证 明 相 念 方法 可 得 
一 个 拟 阵 是 正则 的 当 且 仅 当 它 的 对 偶 是 正则 的 ， 由 此 ,根据 正 
则 氢 阵 之 定义 以 及 上 面 对 于 Fano 拟 阵 的 讨论 ， 即 可 得 引 理 . 

b 

*PE—TLAMBEEM,XUHECNXT GF(2) 的 基本 和 矩阵 没 

有 一 个 子 窍 阵 可 以 通过 行 间 ， 或 列 间 的 置换 而 得 到 
0 i 121. 
X=| 1011 
1101 


或 它 的 转 置 XT, 则 称 M 为 ~- 脱 化 的 . 

引 理 14.2.8 车 二 分 拟 阵 M 是 正则 的 ， 则 它 的 基本 甜 
阵 在 GF(2) 上 是 X- 脱 化 的 . 

证 BFAA., Fano 拟 阵 和 它 的 对 假 均 非 X- 脱 化 
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的 ， 根 据 Fano 拟 阵 和 它 的 对 假 之 非 正则 性 ， 由 引 理 14.3.7 Bf 
可 导出 . 4 


引 理 14.2.9 ”对 于 一 个 二 分 拟 阵 M, 下 面 的 说 法 是 相互 
等 价 的 : 

Q0) M 在 任何 域 上 均 为 可 表示 的 ; 

2) MAW Saw; 

(3) MESSEN, 

(4) M 没有 子 形 与 Fano WRR H IHE W E EA. 

(5) M E X- RA i. 1 


其 证 明 留 给 读者 或 参考 [Tut10, Tut18, Well]. 


定理 14.2.1 ”一 个 二 分 拟 阵 M 是 正则 的 当 且 仅 当 在 引 
理 14.2.9 的 说 法 (1-5) 中 之 一 成 立 . 


证 ”由 引 理 1424-8, 必要 性 显然 ， 对 于 充分 性 ， 由 引 理 
14.29, 只 要 对 说 法 (1) 证 明 M 的 正则 性 即 是 . 然而 ， 由 正则 性 
之 定义 ， 这 也 是 显然 的 . 


当然 ， 如 果 将 引 理 14.2.9 的 说 法 (1-5) 中 的 所 有 M 均 用 它 
的 对 偶 M* 代替 ， 这 个 定理 即 变 为 它 的 对 偶 形式 . 
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对 于 一 个 图 G = (V, E), 令 R(G) 为 吾 在 有 理 域 上 生成 的 
空间 ， 或 记 为 R = {elve € E). RCM CHAR 中 的 分 别 
.如 $3.1 PAPERIA E TEIA E E a RS. 
进而 , 令 Z(G) = M(C) 和 Z+(G) = M(C+) 分 别称 为 G 的 图 拟 
E 和 上 图 拟 阵 . 当然 ， 易 见 Z(G) 和 ZG) 的 子 集 族 之 成 员 分 
别 为 图 G 的 同和 上 图 . 
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5| 理 14.3.1 WE Z(G) 和 Z-(G)  —2M fh. 


W AAEH RG) 取 为 GF(2) 上 的 空间 , Wc 和 c+ 分 
别 为 $3.1 中 所 述 的 循环 空间 和 上 循环 空间 . 从 而 ， 由 $14.1 中 
的 二 分 拟 阵 的 定义 即 得 引 理 . h 


引 理 14.3.2 x -T—/^REG-(VE,A Z(G) ARE 
Z(G) AMBRE. W, Z(G) = ZG). 


证 ”由 一 个 图 的 循环 空间 与 上 循环 空间 之 正 交 性 和 814.1 
中 关于 一 个 二 分 拟 阵 的 对 假 之 定义 ， 即 可 导出 引 理 . h 


5132 14.3.3 — Z(G)fe Z^(G) WER i. 


证 ”由 引 理 14.3.2 和 一 个 拟 阵 是 正则 的 ， 当 且 仅 当 它 的 
对 偶 是 正则 的 . 只 证 明 Z(G) 的 正则 性 即 足 . 因为 由 引 理 14.3.1 
知 Z(G) 是 二 分 的 ， 2(G) 子 集 族 中 的 成 员 全 可 表示 为 GF(2) 
上 的 向 量 . 可 以 赋 与 每 边 以 一 个 方向 ， 且 对 于 € € Z(G) 定义 
向 量 f = f(C): Vee E, 


1， 车 eeC 且 e 在 C 上 为 版 时 针 方 向 ; 
fle) = -1 #eecc, 且 e 在 C 上 为 道 时 针 方向 ; 
(o 5w. 
HAEE C* e 2+(G}) 均 有 形式 : 
= (X, Y) = ((z,y)lVz € X, Vy € Y, (z,y) € E). 


HH, Y=V-X,X C V. HF C* € Z(G), 定义 向 量 
f" = f(C*): vec E, 
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1, #e=(u,v) €Ct Mue X vey; 


f'()-«4 -1 Zie-(wv)eC', MucYwveX; 
0 BH. 
根据 C 与 C* 的 正 交 性 ， 有 
$ fle)f*(e) = 0. 


ecE 


Ami Z(G) 是 可 定向 的 ， 由 定理 14.2.1 H[I fg 5 | BE. h 


一 个 氢 阵 M, 若 存在 一 个 图 G = (V, E) 使 得 M = Z(G) 或 
Z+(G), 则 分 别称 M 为 图 的 或 上 图 的 . 对 于 一 个 拟 阵 M, 若 存 
在 cor (M) 十 1 个 图 (一 般 地 ， 循环 ) 使 得 巨 的 每 一 个 元 素 在 这 
些 圈 中 怡 出 现 两 次 ， 则 称 M 为 超 上 秩 2- ETAR. 其 中 ， 
cor (M) 自然 表示 M ALR. 对 偶 地 ， 若 存在 (AM) +1 个 上 
Bi (一 般 地 ， 上 循环 ) 使 得 E 中 每 个 元 素 在 这 些 上 图 中 恰 出 现 
Bik, WK M 为 ARA 2- ETRE 其 中 ，r(M) 为 M 的 
秩 ， 当 然 ， 由 对 得 性 。 M 是 超 秩 2- 重 可 覆盖 的 当 且 仅 当 M" 
BRER 2- 重 可 覆盖 的 . 


引 理 14.3.4 若是 一 个 图 拟 阵 ， 则 M* 为 超 上 秩 2- 
ETAŽ. 

证 ”因为 M 是 图 的 ,有 一 个 图 G = (V, E) EM = Z(G). 
其 中 ， 2(G) 为 G WARE $ C"*(v) 为 由 与 v e V 关联 的 
所 有 边 形成 的 那个 上 (一 般 地 ， 上 循环 )， 因 为 每 一 条 边 均 
与 二 个 节点 关联 (不 考虑 环 的 存在 ), 每 条 边 恰 出 现在 这 些 上 图 
Cv) e V, 的 二 个 之 中 ， 从 而 ， M* 是 超 上 秩 2 重 可 覆盖 
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的 ， 即 得 引 理 ， j 


对 于 一 个 二 分 拟 阵 M = (LE), 4 Cyd (M) 为 由 Z 中 的 
所 有 成 员 作 为 E 的 子 集 对 GF) 生成 的 那个 E 上 的 向 量 空 
W. FH, P Cyd (M) 为 M 的 MMS. 在 吾 上 的 一 个 子 集 
族 ， 且 每 个 子 集 均 相应 Cyc (M) 中 的 一 个 向 量 ， 如 果 E 的 每 
个 元 素 均 恰 出 现在 此 子 集 族 的 二 个 子 集 之 中 , 则 称 此 子 集 族 或 
”相应 地 Cyd (M) 的 这 些 向 量 为 M 的 一 个 二 重 覆盖 .对 于 MM 的 
一 个 二 重 覆盖 D, > Boun(M;D) 为 由 D 中 所 有 子 集 所 相应 的 
向 量 生成 的 空间 ， 并 称 之 为 M 的 对 于 了 DD 的 RS. 由 二 分 
性 ， 任 何 二 分 拟 阵 均 有 二 重 覆 盖 . 事实 上 ， 为 考虑 到 一 般 性 ， 
在 这 里 所 说 之 子 集 人 允许 重 复 的 元 素 出 现 ， 那个 由 EE 中 所 有 元 
素 组 成 且 每 个 元 素 恰 出 现 二 次 的 子 集 本 身 就 是 M 的 一 个 二 重 
JR. 此 时 ,这 个 子 集 相应 0 向 量 ， 因 为 容易 验证 ， 对 任何 二 
重 覆盖 D, Boun (M;D) 总 是 Cyd (M) 的 一 个 子 空间 .从 而 ， 
我 们 可 以 定义 次 空间 


HUd)=Cycl (M)/ Boun (M;D) (14.3.1) 


为 M 的 一 个 .同调 空间 . 

引 理 14.3.5 6M 是 一 个 图 拟 阵 ， 则 M 有 一 个 同调 
空间 ^(M*) =O. 

证 RM SA C=(V,£) HERE Z(G) 同 构 . > E, 为 
G 中 所 有 与 ws V 关联 的 边 的 集合 . 因为 对 任何 e = (u,v) € E, 
有 EuN E = e, EXPER D = {Elv eV) AM 的 一 个 二 
Bim. P M* 为 M 的 对 偶 .由 于 对 每 个 we T， 


D(u)—-D-E,-(E,|vveV,vzu) 
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为 Boun (M* D) 土 的 一 组 共 ， Bi, [D(u)| = r(M"). Ki, Cyel 
(M*) =Boun (M55 D). 即 得 引 理 . q 


由 这 个 引 理 , RITAS ERAGE M^ (Ksa) 和 M*(Ks) 
均 不 是 图 的 ， 其 中 ， Ks 和 Ka. 分 别 为 5 阶 完全 图 和 6 阶 等 
部 完全 二 部 图 . 黄 理 由 是 可 以 证 明 , 无论 M{Ks,3) 还 是 M(KS) 
均 没 有 一 个 同调 空间 是 平凡 的 ， 事实 上 ， 这 就 是 定理 3.2.5 的 
一 个 直接 结果 . 


引 理 14.3.6 图 氢 阵 的 子 形 也 是 图 的 . 

证 $ 对 是 一 个 图 拟 阵 . RM BATA GC = (VE) 的 
HEGRE Z(G). 由 于 对 任何 SCE, MM 到 S 上 的 约 化 就 是 从 G 
中 去 掉 不 属 5 的 边 所 得 图 的 圈 拟 粹 . 对 任何 TC E, M BLT AS 
收缩 为 在 G 中 将 不 在 工 中 的 边 收编 之 后 所 得 图 的 图 氢 降 : 从 
而 ， 由 子 形 之 定义 即 得 引 理 . H 


引 理 14.3.7 任何 一 个 图 拟 阵 均 没 有 一 个 子 形 与 Ks 或 
Kass by EE A E EH. 

证 ”由 上 面 所 述 ， 我 们 已 经 知道 Ks 或 Kss 的 上 轿 拟 阵 
均 非 图 的 .由 引 理 143.6 SIE. ] 


对 于 一 个 拟 阵 M = (ZQE) WR M 有 一 个 基础 B = 
{e1,…,es} 使 得 可 以 在 B 上 定义 一 个 序 关 系 ， 也 用 < 表示 ， 
且 满 足 条 件 : 


Cond. 1 在 B 中 只 有 一 个 元 素 为 最 小 的 HB PIE 
何其 它 元 素 沟 比 它 大 ; l 


Cond. 2 £f —^HBWl. SÜtBqHAXEXR— 
ARAI, 


380 第 十 四 章 ”图 和 上 图 拟 阵 


则 称 M 为 确 向 可 序 的 . 


对 于 一 个 确 向 可 序 的 拟 阵 M = (Z, E), 我 们 可 以 引进 GF(2) 
上 的 变量 yee c B= E-B, 与 基本 图 C(B;e) 相对 应 . 若 两 个 
TCR a,b c B 使 得 C(B;a) 和 C(B;b) 同时 出 现在 下 面 三 个 构 形 
Conf. 1-3 之 一 中 ， 则 称 a Alb Æ Ag 4585. 

令 h(e) 和 t(e), ee B, RIA BO C(B;e) 上 最 小 元 和 最 大 
元 (由 确 向 可 序 性 的 Cond. 2, 它们 总 是 存在 的 ). 对 于 a,b € B, 
C(B;a)MC(B;b) 4 0 ME h(a) € &(5), 我们 可 以 假设 h(a) < h(b) 
而 不 失 一 般 性 . 


Conf. 1 de € B, 
(i) h(c) < h(a) < h(b); 


(ii) (t(a), A) < A = (te), t(b)}. 


Conf. 2  d3cdcB, 
(i) max(h(c), h(d)) < h(a} = h(b); 
(ii) (t(e), t(a)) = Ai > (A1, A2) 


< Ag = (t(d), t(b)). 


Conf. 3 Hcc B, 
(i) h(c) < h(a) < Ald); 


(ii) (t{c), A) < A = (t(a) t(b). 
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在 上 面 的 叙述 中 ， (my) — 2 ^y, B g.Lb.(z. y). 

由 $5.4 PTCA. AFTRA ix BAY Conf. 1-3 分 别 
与 那里 的 类 型 A. B 和 C 相应 . 只 要 注意 到 这 里 的 as b Ml c HH 
相应 那里 a,8 A y 即 变 成 了 相同 的 形式 . 当然 , 这 里 的 序 与 那 
里 在 节点 集 上 的 不 同 而 是 相当 在 边 的 子 集 上 , 即 一 个 基础 上 . 
这 里 之 序 被 称 为 确 向 序 . 当然 ， 有 效 地 判定 一 个 拟 阵 之 确 向 可 
序 性 和 进而 找到 一 个 拟 阵 上 的 确 向 序 不 会 出 现 多 大 的 困难 . 

S 4 为 一 个 拟 阵 不 在 某 带 有 确 向 序 的 基础 十 的 中 元 素 
的 相 邻 对 的 集合 . 为 简便 , 我 们 称 带 有 确 向 序 的 基础 为 确 向 基 
Ah. 当然 ， 不 是 任何 基础 均 可 定向 为 确 向 基础 现在， 我 们 建 
Y GF(2) 上 的 方程 : V(a,b) c A, 


1, Æ a,b TE Conf. 1 


或 Conf. 2 中 ; 
Ya + Ys = (14.3.2) 


0, Wj, Bl a,b 
TE Conf. 3 Œ. 


并 且 ， 称 之 为 这 个 拟 阵 的 临界 方程 
如 果 一 个 拟 阵 M = (Z, E) 是 确 向 可 序 的 而 且 其 临界 方程 
(14.3.2) 有 解 ， 则 称 M 是 相 容 的 ; 否则 ， 不 相 容 的 . 
根据 在 85.4 中 出 现 的 相仿 的 理论 ,可 以 验证 Ks 和 Kas 的 
上 图 氢 阵 均 为 不 相 容 的 . 因此 ， 由 下 面 的 引 理 14.3.8 也 易 知 它 
们 均 非 图 的 . 


引 理 14.3.8 M —(Z,E) 是 一 个 图 拟 阵 ， 则 M 的 对 
4 39 M* 是 相 容 的 . 
证 ”用 反 证 法 . 假设 M* 是 不 相 容 的 . 则 ， 由 OM 的 确 向 
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可 序 性 (不 难 证 明 ， 留 给 读者 ), 可 以 将 M7 视 为 某 图 的 圈 拟 阵 
并 取 这 个 基础 为 其 确 向 树 ， 由 与 引 理 5.4.8 在 此 情 之 下 的 相仿 
的 理由 ， 可 以 看 出 ， M* 有 一 个子 形 与 Ks 或 Ks HERE 
W. AM, M 有 一 个 子 形 与 Ks 或 Kas 的 上 图 拟 阵 同 构 .， 由 
引 理 14.3.7 可 知 M 不 是 图 的 . 这 就 与 引 理 的 前 提 条 件 矛 盾 ， 


进而 , 我 们 还 可 以 引进 辅助 图 以 便 用 与 $5.4 中 所 述 相仿 之 
方法 确定 一 个 所 阵 是 否 为 相 容 的 . 


引 理 14.3.9 ”对 于 一 个 正则 拟 阵 M, 下 面 的 说 法 是 相互 
等 价 的 : 

(1) M* 是 超 上 秩 2- SYREN; 

(2.  M* 有 一 个 同调 空间 是 平凡 的 ; 

(3) ”3M 没有 子 形 与 Ks R Kaa 的 上 圈 氢 柬 同 构 ; 

(4) M* 是 相 容 的 . 

证 ”0) 一 (2). B M* 的 超 上 秩 2- 重 可 覆盖 性 ， 对 于 形 
成 M* 的 超 上 秩 2- 重 覆盖 的 图 (一 般 地 ， 循 环 ) 的 集合 D, M* 
的 边缘 空间 的 秩 与 M* 的 循环 空间 的 秩 ( 维 数 ) 相等 .从 而 ， 
M* 有 一 个 同调 空间 为 平凡 的 ， 这 就 是 (2). 

(2 = {3)， 用 反 证 法 . R M 有 一 个 子 形 与 M*(Ks) 或 
M*(Ks3) A. W, M 有 子 形 与 M(Ks) 或 M(Kss) 同 构 . 然 
而 可 以 论证 ， 不 管 是 M(Ks) 还 是 M(K3,3) 均 没 有 一 个 同调 空 
间 是 平凡 的 . 由 具有 平凡 间 调 空间 之 遗传 性 ，JM* 必 也 无 同调 
空间 是 平凡 的 . 这 就 与 (2) 矛盾 . 

(3)— (4. 用 反 证 法 ， 假 设 M* 是 不 相 容 的 ， 由 确 疝 可 
序 性 ， M* 与 某 图 之 圈 拟 阵 同 构 ,当然 ， 这 个 图 不 会 是 可 平面 
的 . 这 就 意味 M 有 一 个 子 形 与 M*(Ks) 或 M*(K3,3) 同 构 . 与 
(3) 矛盾 . 
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(4) = (1). 留 给 读者 以 免 多 占 篇 幅 ， 


定理 14.3.1 ”一 个 正则 氢 阵 M — (Z, E) 是 图 的 ， 当 且 仅 
3 $| € 14.3.9 中 的 说 法 (1-4) 之 一 成 立 . 

证 ”必要 性 直接 由 引 理 14.3.4-8 得 到 .由 引 理 143.9, 对 
才 充 分 性 只 取 一 个 说 法 即 足 ， 也 许 取 说 法 (1) 是 最 简单 的 . 事 
实 上 ， 由 M* = (2*,F) 的 超 上 秩 2- ENEL RARE 
义 图 G 的 节点 为 Z* 的 在 这 个 超 土 秩 2 ERAR D 中 之 图 ， 
MAERA D 中 有 公共 元 的 图 对 ， 由 于 2- aE, DOSCHQ 
XHg E 中 之 元 素 1-1 对 应 ， 从 而 ， G 的 边 集 视 为 EL. 由 MM 与 
M* 的 正 交 性 ， 有 MS M(G), BD G 的 图 拟 阵 ， 从 而 ， MM 是 图 
B. t 


5H 143.10 -MEMKE M 是 图 的 ， 当 且 仅 当 其 对 
(8 M* 是 上 图 的 . 
证 ”由 图 和 上 图 拟 阵 的 定义 ， 容 易 验证 如 下 的 形式 
M  M* 
i} pe 
M(G) 25 M*(G) 


是 可 交换 的 ， 其中，r 和 了 确定 相应 的 对 偶 性 ， DUE oot 
确定 相应 的 同 构 ， 从 而 ， 引 理 成 立 . 4 


定理 143.2 一 个 正则 拟 阵 M 是 上 图 的 ， 当 且 仅 当下 
面 妇 个 说 法 之 一 成 立 : 

(i) M 是 超 上 秩 2- Eo N 

(2 ”M 有 一 个 间 调 空间 是 平凡 的 ; 

(3) MRATHS Ks 或 天 ss 958 AA REDE; 
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(4) M X38 X H. 


证 ”由 对 偶 性 ， 实 为 引 理 143.10 和 定理 14.3.1 的 一 个 直 
接 结果 . 


由 上 面 的 两 个 定理 ， 我 们 又 即 可 得 图 的 平面 性 的 一 个 判 
HE. 


推论 14.31 ”一 个 图 G 是 可 平面 的 当 生 仅 当 它 的 圈 拟 
Ex EE Raa, tdg CBE ERA EA. 4 


§14.4 ic 


14.4.1 虽然 有 关 线 性 和 代数 相关 性 的 公理 方法 出 现在 
范 德 瓦尔 登 于 30 年 代 出 版 的 “现代 代数 学 ”的 书 中 ， 册 此 可 
以 看 出 有 关 拟 阵 之 想法 ， 然 而 ， 拟 阵 的 理论 基础 如 人 们 所 熟 
知 的 是 由 Whitney 莫 定 的 [Wht10]. 拟 阵 这 个 术语 也 是 由 他 给 
出 的 . 不 管 怎样 ， 对 于 当今 的 拟 阵 论 的 一 个 至 关 重 要 而 且 极 为 
深入 的 发 展 确 导 源 于 Tutte 于 50 年 代 所 发 表 的 一 系列 的 文章 
[Tut9-11]. 在 [Ku1] 中， 收集 了 在 拟 阵 理论 方面 的 经 典 文章 . 


14.4.2 ” 拟 阵 的 正则 性 伴随 着 矩阵 之 全 单 模 性 ， 由 此 也 
Re ST BRAS BORE. 第 一 个 提示 了 拟 阵 的 正则 性 等 价 于 
Fano 拟 阵 及 其 对 价 出 现 与 否 作为 子 形 的 是 Tutte. 这 里 的 理论 
基础 是 由 他 发 现 的 有 关 拟 阵 的 同 伦 定理 ;Tut9-10]， 更 进一步 
Hh, Seymour 将 之 发 展 到 完全 地 解决 了 判定 一 般 二 元 矩阵 的 全 
单 模 性 的 问题 [Sey4-5]. 

14.4.3 在 $143 中 所 定义 的 图 和 上 图 拟 阵 与 Tutte 的 
原来 的 定义 有 些 不 同 [Tu]. 所 差 的 只 是 将 图 与 上 图 作 了 个 
交换 ， 因 为 通常 人 们 是 这 样 的 ， 然 ， 在 理论 上 并 无 差异 ， 事 实 
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E, 这 个 理论 表明 任何 关于 图 的 平面 性 的 判 准 均 可 以 适当 的 方 
式 转换 来 判定 拟 阵 之 图 性 和 上 图 性 [Tut12, Wes]. 不 过 ， 进 行 
这 种 转换 的 关键 一 步 在 于 将 平面 性 判 准 中 与 节点 的 明显 关系 
变换 为 非 明 显 的 ， 事 实 上 ， 在 $14.3 中 提供 了 对 于 83.2 和 $5.4 
H, 或 者 在 文章 [Liul, 19, 22-23] 中 的 判 准 的 这 种 变换 . 这 一 理 
论 也 可 用 来 判定 几何 格 [Sal] 以 及 拟 阵 的 单纯 性 [Gr1-2]. 


14.4.4 ”关于 拟 阵 理论 的 各 方面 的 最 新 进展 ， 可 参见 新 
3€ [Whn1-3]. 


14.4.5 ”关于 图 的 子 形 定理 [RS3] 以 及 有 关 问 题 , 在 拟 阵 
理论 中 也 会 有 相应 的 发 展 . 


第 十 五 章 
纽 结 不 变量 


§15.1 HARE 


一 个 纽 结 (或 链 ), 用 K( 或 L) 表示 ， 从 数学 上 说 就 是 贺 
Co = (2,y,0)]2? + y? 二 1}( 或 几 个 贺 的 无 公共 点 的 并 ) 在 3- HE 
空间 R 到 它 本 身 的 同 胚 之 下 的 象 ， 在 图 15.1.1 中 所 给 出 的 二 
个 组 结 是 常见 的 也 是 最 简单 的 . 在 (a) 中 的 那个 被 称 为 上 手 结 
或 者 说 三 叶 结 . 而 (b) 中 的 那个 为 入 字 结 , 或 称 为 OH. 


ES ^ 
“ > SM — ne 
ae 2d - 
一 一 UP * ES 
ES ent ~. E 
~ ~ E 
(a) (b) 
fg 15.1.1 


两 个 纽 结 Ki 和 Ko, 若 存在 R? 到 它 本 身 的 … 个 同 胚 将 E 
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映射 到 Ko, 则 称 Ky 与 Ko 是 等 价 的 . 无 良 置 疑 ， 两 个 纽 结 间 
之 等 价 确 是 一 个 等 价 关系 、 等 价 的 纽 结 视 为 同一 个 类 型 . 每 个 
等 价 类 被 称 为 一 个 纽 结 类 型 , 那些 与 加 本 身 等 价 的 纽 结 被 称 为 
平凡 的 . 所 有 平 几 的 纽 结 组 成 一 个 平凡 类 型 . 下 面 ， 我 们 将 会 
看 到 过 叶 结 与 四 结 属于 不 同 的 纽 结 类 型 . 车 一 个 纽 结 由 有 限 条 
直线 段 组 成 , 则 称 它 为 多边形 的 . 其 中 线段 的 端点 称 为 节点 或 
顶点 . 这 些 直 线段 被 称 为 边 或 枝 . 所 有 那些 与 多 边 形 纽 结 等 
价 的 纽 结 被 称 为 vies; 否则 ， 44. 这 样 之 区 分 是 基本 的 ， 因 
为 我 们 这 里 所 讨论 的 纽 结 均 为 训 的 . 
一 个 纽 结 K 在 平行 投影 projo: Rs 一 Ro 使 得 


projo(z, y, 2) =; (z,y,0) (15.1.1) 


< PRR DH projo( K). 对 于 projo(K) I FE— p, Ef projo (p) 
E KBET—Tu. WASH 重点 . —TXupeproj (K) H 
Mr 就 是 集合 proj (POK 中 的 基数 ,所谓 二 重点 即 指 阶 为 2 
的 点 . 自然， 三 重点 就 是 阶 为 3 的 点 . 

一 个 纽 结 称 为 处 于 42 BITE projo(K) 只 有 有 限 个 重点 而 
且 每 个 重点 均 为 如 861 中 所 说 的 简单 二 重 交叉 . 因为 可 以 想象 
任何 纽 结 (当然 , 训 的 ) 至 多 通过 找 动 总 可 使 它 处 于 正 位 ,我们 
总 可 假设 纽 结 处 于 正 位 而 不 失 一 般 性 ， 

这 样 ， 在 正 位 药 纽 结 投 影 象 上 的 每 -个 重点 均 是 天 的 二 
个 点 的 象 : … 个 称 为 上 交叉 ; 男 一 个 称 为 FRR. 

一 个 拓扑 空间 ax 的 Bl aR ERE 是 这 样 的 -~ 族 间 且 hs{6 < 
t 之 1): X — X (ER ho WERE EI holp ep Vp e æ p 
Hit p) = hip) JE MUERE tA p PEER. DET A. 
fü Ko PAE T DS xX S 即 指 存 在 Ee BIS LAE 
{k,jO<t<1} ee fy (Ay) = Alo. 参数 + | üfgü bry he 

MEER Hip e A, o RÌ, ag gE Be ad eo 
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轨迹 ， 即 一 条 路 线 达 到 Ko. 

容易 验证 , 若 两 个 纽 结 在 辣 一 同 痕 类 型 , 则 它们 是 等 价 的 . 
当然 ,一 般 而 言 ， 反 之 则 不 成 立 . 下 面 的 关于 定向 的 讨论 用 来 
解释 这 两 个 定义 之 不 同 . 

ARR h : R? 一 RS, 如 果 一 个 点 带 有 顺 GE) 时 针 走 向 
WEA 之 下 的 象 也 是 一 个 点 带 顺 ( 逆 ) 时 针 走 向 的 旋 ， 则 称 
AW 保定 向 的 ; 否则 ， 逆 定 向 的 . 由 上 的 连续 性 ， 每 一 个 带 一 
个 男 定 的 旋 的 点 的 邻 域 在 h 之 下 保持 其 象 也 是 带 相 间 的 旋 (不 
计 走 向 !) 的 一 个 邻 域 . 由 于 4 ETARE R? 中 每 一 个 点 的 
象 必 属 于 两 个 无 公共 元 的 集合 之 一 : 一 个 是 带 有 与 p 走向 相同 
的 旋 ; 另 一 个 则 是 带 有 与 p 走向 不 同 的 旋 ， 又 ， 由 R? 的 连通 
性 ， 这 两 个 集合 之 中 必 有 一 个 为 空 的 ， 从 而 ， S 到 它 自身 的 
— IER 六 是 闭 定 向 的 ， 当 且 仅 当 每 一 个 带 顺 ( 逆 ) 时 针 走 向 
REM MHRA OT) 时 针 走 向 旋 之 点 . 

4 H, MH- 分 别 为 R? ER SORE AMS el 
的 集合 。 则 ， 我 们 即 可 看 到 两 个 同 胚 hi 和 hs 的 合成 满足 如 下 
的 规则 : i 

hihz € Hy <=> (hy € Hi} A (he € Ay) 

v (hj € H_) A (he € H_); 
(15.1.2) 

hiha € H_ e (h € Hi) A (ha € AL) 

v(hi E H_) A {hz © Hy). 
当然 ， 全 同 映射 是 保定 向 的 ， 另 一 方面 ， 反射 ref: R 一 R? 使 
得 

ref (z,y, 2) 一 (e.g, 2) (15.1.3) 


则 是 逆 定 向 的 . 
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判定 一 个 同 胚 是 保定 向 还 是 逆 定 向 并 不 困难 , 假若 是 
线性 变换 ， 则 自然 其 保 或 逆 定 向 性 分 别 由 其 相应 矩阵 之 行列 式 
ATER AA RE. 否则， 车 疡 在 某 处 是 可 微 的 ， 则 它 的 保 或 逆 
定向 性 分 别 由 在 这 点 处 的 Jacobi 行列 式 的 正 或 负 而 定 ， 


引 理 15.1.1 ASA Ki 和 K.ÉRT —IEJI. 
BARARE-A ARH EO St <1, 使 得 


hi € H,, hi( Kı) = Ko. (15.1.4) 


证 ”由 同 痕 类 型 之 定义 ， 充 分 性 显然 ， 只 证 必要 性 . H 
ho 总 是 保定 向 的 ， 即 ho € H+ 从 H(tp) = help) 的 连续 性 可 
ASTE AL, 0<t<1, 皆 保定 向 的 ， 从而， 有 (15.1.4). 1 


对 于 -一 个 纽 结 K, SHER 到 它 自身 的 一 个 逆 定 向 的 同 
HE h SEAR ACK) = K, WIR K 为 双 旋 的 . 对 于 由 (15.1.3) 所 定义 
的 反射 ref, K 的 象 ref (K) RMA K 的 eH. 


引 理 15.1.2 ”一 个 纽 结 K 是 双 旋 的 ， 当 且 仅 当 


3h e H}, h(K)- ref (K). (15.1.5) 


证 车 EIIE, WEE h € H, h(K) = K. Hi 
(15,1,2), 有 KW =ref -h € H}. AM, (Kk) = ref(K). 必要 性 得 
EI. BDCFOR(K) =ref (K) H k © Hy, {K (15,1,2) 有 ref 
K € H.. X, ref -h’(K) =ref- ref (K) = K. 从 而 ， K 是 双 旋 
的 . 这 就 得 到 了 充分 性 . q 


由 图 15.2.2 可 以 看 出 图 15.1.1(a} 中 的 八字 结 是 双 旋 的 . 
利用 $15.3 中 的 进一步 的 结果 ， 我 们 将 会 看 到 上 手 结 和 它 
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的 镜 象 ,或 者 说 左手 结 和 右手 结 是 等 价 的 但 属于 不 同 的 同 痕 
类 型 . 


-一 一 -一 一 
P xm Ms 
eo EL 一 ae - 
: e" 一 -一 一 en 
E" T. 
— M — 
E ~ E i 
^ 
a i 1 
' HM. 
any X EN 
A pe = : 
= : TUM uim - 
A i Se 
— PME m. 
———7 oa $ 
À — M 
15.1.2 


至 此 ， 人 们 会 问 是 否 每 一 个 RO 到 它 自身 的 保定 向 司 胚 A 
均 可 由 一 个 间 妆 形变 实现 ， 或 者 说 ， 对 于 给 定 的 h, 是 否 存在 
he, 0 <t<1, 使 得 H(i,p) = (p) EIRA t A p ER, hip) =p 
和 hi(p)- h(p), pE R? 若 回答 是 否定 的 ， 那 就 必 导 致 第 三 种 
类 型 纽 结 之 出 现 ， 事 实 上 ， 回 答 是 肯定 的 ， 不 管 怎 样 ， 我 们 可 
以 将 引 理 15.1.1 改进 为 如 下 的 


定理 15.1.1 AAAS K PK 属于 同一 个 间 瘦 类 型 ， 
x gu 
Fhe HL: h(Ki)- Ks. (15.1.6) 


证 ”必要 性 自然 为 引 理 1511 的 一 个 直接 结果 ， 而 充分 
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性 的 证 明 出 不 容易 ， 可 在 [Fit1] 中 查 到 . ] 


正如 每 一 个 X? 到 它 自身 的 同性 不 是 保定 向 必 是 道 定向 
的 , 每 个 K 到 它 自身 的 同 胚 也 是 这 样 . 这 就 使 我 们 可 以 定义 一 
个 纽 结 是 可 也 的 , 如 果 存 在 一 个 Rs 到 它 自 身 的 保定 向 同 胚 h 
使 得 限定 在 天 上 的 辣 且 Al 为 逆 定 向 的 , 可 以 证 明 , 三 叶 结 和 
四 结 均 为 可 逆 的 . 当然 ,任何 一 个 与 它 的 镜 象 在 同一 同 痕 类 型 
的 纽 结 全 是 可 逆 的 然而 ， 仍 有 无 跟 多 个 非 可 逆 的 纽 结 [Tro1]. 
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对 于 一 个 链 L, 处 于 $151 中 所 说 的 正 位 ， 在 由 (15.1.1) 所 
定义 的 平行 投影 projo 2 PWR projo(L) 被 称 为 上 的 SB, 并 
HURT 如果 将 0 上 的 每 一 个 二 重点 均 区 别 开 上 交叉 与 下 
ZX, MZA LR 形式 . 事实 上 ， 在 图 15.1.1 中 ， (a) 表示 
三 叶 结 的 形式 和 (b) 为 四 结 的 形式 ， 如果 将 U 上 所 有 的 二 重 
点 袖 为 节点 , 二 重点 之 间 的 不 与 其 它 二 重点 为 内 点 的 线段 为 边 
则 得 一 个 图 . ROHL HRB 当然 ， 无 结 圆 ， 或 者 说 平凡 纽 
结 ， 由 于 无 二 重点 可 以 想像 其 基 图 为 仅 由 一 环 组 成 的 . 一 个 链 
L, 如 果 它 的 基 图 全 是 连通 的 ， 则 称 它 为 准 连 通 的 . 下 面 所 说 之 
链 均 指 准 连通 的 而 不 加 说 明 . 如 果 一 个 链 与 两 个 链 , 它们 存在 
无 公共 点 的 全 影 ， 之 不 交 并 等 价 ， 则 称 它 是 不 连通 的 . 当然 ， 
凡 连 通 的 链 皆 准 连通 的 . 但 ， 反 之 则 一 般 不 成 立 . 


引 理 15.2.1 一 个 图 是 一 个 链 的 基 图 ， 当 是 仅 当 它 是 4- 
正则 的 平 茵 图 . 仅 有 的 例外 是 由 一 个 环 组 成 的 加 . d 
则 的 但 是 平凡 链 的 基 图 . 

证 ”由 于 在 一 个 链 的 全 影 中 每 一 个 重点 处 的 二 重 性 决定 
其 基 图 为 4- 正则 的 . 又 ,从 基 图 之 定义 可 知 是 平面 的 ， 从 泵 ， 
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必要 性 显然 - 

反之 ， 由 Eue 性 ， 总 可 从 一 个 节点 和 与 它 关 联 的 一 条 边 
HA, 只 要 到 达 ~… 个 节点 就 沿 那 条 与 进入 之 边 对 于 此 处 之 旋 不 
相继 的 边 离 去 直到 得 一 个 回 . 车 这 个 回 是 Euler 的 , 则 这 个 图 是 
一 个 纽 结 的 基 图 . 否则 ， 从 一 节点 有 尚未 走 过 的 边 与 之 关联 ， 
沿 一 条 未 走 过 的 边 在 那个 由 所 有 未 走 过 的 边 导 出 的 子 图 上 继 
行 此 法 以 求 回 . BEAR Aa Aik. 从 而 ， 可 知 此 图 为 一 
个 链 的 基 图 ， 充 分 性 得 证 . Q 


因为 在 一 个 纽 结 的 形式 中 , 每 一 个 二 重点 均 有 两 种 可 能 的 
状态 如 图 15.2.1 所 示 . 这 就 允许 我 们 分 配 权 0 或 1 到 每 个 节点 
上 ， 例 如 ， 在 图 15.2.1 中 ， (a) 即 沿 着 预先 选 定 的 链 上 各 了 闭 曲 
线 的 走向 在 二 重点 处 通过 上 交叉 时 , 下 交叉 是 从 左 向 右 之 走向 
REL 0 和 (b) 即 当 通 过 上 交叉 时 ， 下 交叉 为 从 右 向 左 的 走向 赋 
权 1. 这 样 的 在 节点 处 有 权 0 或 1 的 基 图 被 称 为 相应 链 的 带 号 
B. 


(a) (b) 
图 15.2.1 


在 引 理 15.2.1 的 证 明 中 ， 我 们 已 经 看 到 任何 4- 正则 平面 
图 均 有 一 个 四 的 划分 , 即将 边 集 划分 为 若干 子 集 使 得 每 个 子 
集 所 导出 的 子 图 是 一 个 回 且 在 每 个 节点 处 此 回 上 的 相继 边 不 
是 此 节点 处 旋 的 相继 边 . 我 们 也 称 这 样 的 回 为 非 继 回 . 这 样 的 
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回 的 划分 也 称 为 非 继 的 . 若 一 个 4- 正则 平面 图 ， 在 其 上 已 给 
出 了 一 个 非 继 回 的 划分 而 县 各 节点 带 权 0 或 1, 则 称 之 为 一 个 
NoTPaPW4- 图 (或 者 说 ， 非 继 回 划分 带 权 4- 正则 平面 图 ). 


引 理 15.2.2 Æ NoTPaPWa- 图 和 非 平凡 链 之 间 存 在 一 
个 1-1 对 应 . 

证 ”因为 只 要 将 NoTPaPWA- 图 中 的 每 一 个 回 选 定 一 个 
方向 ,根据 节点 处 的 权 可 以 确定 它 作为 二 重点 上 交叉 ， 同 样 
地 ， 下 交叉 ， 这 就 得 到 了 某 链 的 一 个 形式 ， 由 引 理 15.2.1 即 得 
5j. h 


ATES 4- 正则 平面 图 的 面 集 均 可 唯一 地 划分 为 两 个 子 
集 使 得 在 每 个 子 集 中 任何 二 个 面 至 多 有 一 个 节点 在 它们 的 边 
界 上 公共 ,对 每 一 个 子 集 可 以 构造 一 个 图 (当然 , 平面 的 ) 使 得 
它 的 节点 为 这 个 子 集中 的 面 ， 丙 个 节点 相 邻 当 且 仅 当 它们 的 相 
应 面 的 边界 有 一 个 公共 节点 ， 容 易 看 出 ， 这 两 个 图 是 互 为 平面 
对 偶 的 . 如 $6.1 中 所 述 ， 它 们 的 每 一 个 均 称 为 原 4- 正则 平面 
图 之 面 图 . 一 个 链 的 带 号 图 的 面 图 ， 若 将 它 的 边 赋 以 这 个 带 号 
图 中 相应 节点 的 权 ， 则 称 之 为 这 个 链 的 一 个 边 带 号 面 图 , 或 简 
记 为 ESF- 图 . 


引 理 15.2.3 ”一 个 带 边 权 0 或 1 的 图 是 某 个 链 (或 纽 结 ) 
的 EDF- 图 ， 当 和 且 仅 当 它 是 可 平面 的 (或 可 平面 的 且 没 有 双 循 
Ff). 

dE :由 ESF- 图 的 定义 ， 对 链 的 必要 性 显然 . WPA 
必要 性 ， 由 引 理 3.4.3 可 得 . 

反之 , 按照 83.4 中 的 通 穿 规则 在 平面 图 上 得 到 一 个 ( 纽 结 ) 
或 多 个 ( 链 ) 闭 曲 线 使 得 每 一 条 边 上 恰 有 一 个 二 重点 . 然后， 
用 引 理 15.2.2 的 证 明 中 的 方法 ， 根 据 权 确定 在 二 重点 处 的 上 交 
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X, FP, FXX. SFB 3.4.4 即 得 充分 性 . b 


一 般 地 ， 对 于 平面 图 的 互 为 对 偶 的 一 对 ， 如 果 有 双人 循环 则 
ESAI 4- 正则 平面 图 均 以 这 对 平面 图 为 面 图 . 这 就 是 说 ， 
一 个 带 权 0 和 1 的 平面 图 的 对 偶 对 ， 可 以 与 至 少 二 个 链 的 形式 
相对 应 . 


引 理 15.2.4 在 带 二 元 权 无 双 循 环 的 平面 图 的 对 偶 对 和 
纽 结 的 形式 之 间 存 在 一 个 1-1 对 应 - 

wE BPI. H 8$3.4 中 的 通 穿 规则 在 此 对 中 之 一 平 
面 图 王 只 可 得 一 条 闭 曲 线 使 每 一 边 恰 相应 一 个 二 重点 . 用 引 理 
15.2.2 的 证 明 中 的 方法 ， 根 据 边 上 的 权 确 定 相应 二 重点 处 之 上 
交叉 ,同样 地 下 交叉 ， 即 唯一 地 决定 一 个 纽 结 的 形式 . X. H 
平面 对 偶 性 ， 此 对 中 的 每 一 个 图 均 相 应 这 个 形式 .从 而 ， 引 理 
得 证 . 


根据 第 六 章 中 所 讨论 的 , 我 们 也 可 以 用 一 个 序列 表示 一 个 
链 的 形式 i ESF- 图 上 的 边 用 字母 标识 使 得 不 同 的 边 所 用 的 
字母 不 同 . HA, 每 个 字母 均 规 定 取 值 0 或 1. 则 ， 对 于 一 个 无 
双 循 环 的 平面 图 G, 通过 在 C 上 利用 $3.4 中 的 通 穿 规则 每 穿 过 
一 边 就 记录 代表 这 一 边 的 字母 使 得 每 边 恰 穿 过 二 次 即 相 得 一 
个 字母 的 序列 Seq(G). Æ G 是 一 个 纽 结 的 ESF- [E]. 则 Seq(G) 
被 称 为 经 结 序列 . 或 者 一 般 地 ， 若 G 有 双人 循环， 链 序 列 . 


35| 理 15.2.5 一 企 册 二 元 值 字 母 组 成 的 序列 是 一 个 纽 结 
FA, SAREE MER, l 
io 4] 1523 的 一 个 直接 结果 . t 


至 此 ， 我 们 已 经 看 到 带 呈 图， ESF- 图 和 纽 结 (或 链 ) 序列 
都 可 应 用 于 讨论 纽 结 (或 链 ) 以 代替 形式 . 这 里 ,我 们 只 限于 讨 
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论 ESF- 图 . 
4 G 是 一 个 平面 图 , 在 边 上 带 二 元 权 . 对 于 任何 一 个 显 节 
Avo 
ox (G;v) = G— v, (15.2.1) 
则 称 oo MER ay 为 第 一 初等 运算 . 并 统 记 为 m. 
对 于 一 个 2- 节点 v, B e = (wv) 和 ez = (u,v) WH v X 
联 的 那 二 条 边 . 如 果 它 们 的 权 是 不 同 的 ， 则 令 


az(G; Ey) = (Ge1) ez | (15.2.2) 


为 去 掉 这 个 2- 节点 w 然后 将 u 和 w 合 而 为 一 所 得 之 图 ， 当 
AA, oo Kittay) 就 是 在 辟 分 一 个 节点 为 和 ww 后 再 加 一 个 新 
节点 v 和 它 的 二 条 关联 边 (u,v) 和 (ow) 使 得 带 不 同 的 权 ， 我 
fT az 和 o7! 为 第 二 初等 运算 , 并 统 记 为 m. 

设 St(w;i,7,k)  ((uvovos ve (Gn w)lt = 53,5) AEG 
中 的 一 个 3- 星 带 权 w(u v) E (wv) t = i,j,k, E. fne 
按 83.4 中 的 通 穿 规则 在 G 上 得 到 的 迁 使 得 每 边 恰 穿 二 次 ， 用 
引 理 15.2.2 证 明 中 用 的 方法 根据 权 决 定 每 一 个 二 重点 处 的 上 交 
X. 同样 地 下 交叉 并 且 与 (wv) 和 (u,v;) 相应 的 二 重点 为 相继 
上 交叉 或 相继 下 交叉 ， 则 令 


aafGi St) = (G — u) + {(vi, vi), (vj, ve), (Uk, va) }- (15.2.3) 


其 中 ， wvv) = wqu ve), w(vj vy) = w(u vi) 和 w(vs v) = 
w(u,vj). XX E, Hos MERX os 称 为 第 三 初等 运算 , 并 统 
iA ms. 而且 m, ra 和 ms 均 被 称 为 初等 运算 . 

两 个 在 边 上 带 二 元 权 的 平面 图 Gi 和 Go, 若 通过 在 G 上 
作 一 系列 的 初等 运算 可 得 到 Ga, 则 称 Gi 与 Gs 初等 等 价 . 假若 
Gi 和 Go 在 限制 rz 和 ma 之 条 件 下 初等 等 价 ， 则 称 它们 为 正 
则 等 价 ; 否则 将 一 般 的 初等 等 价 也 称 为 旋转 等 价 . 
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问题 1 确定 一 个 在 这 上 带 二 分 权 的 三 面 图 的 正则 等 价 


类 与 旋转 等 价 类 . E 


现在 ， 我 们 加 到 拓扑 学 . T 20 年 代 ， Reidemeister 通过 
引进 三 种 运算 ， 分别 用 n = Ri. y = Ro 和 和 Ys = Rs RM, 
简化 了 对 于 纽 结 的 研究 ， 他 证 明了 这 三 种 运算 之 下 不 会 改变 
纽 结 的 类 型 . 而 且 ， 同 一 个 纽 结 的 二 个 形式 总 可 以 通过 这 三 种 
运算 从 一 个 变换 到 另 一 个 ， 我 们 称 这 三 种 运算 n, y 和 Ys 为 
Reidemeisteri£ X.. 

在 图 15.22 中 ， 解 释 了 这 三 种 运算 . 


onn 


d | E 


图 15.2.2 


二 个 纽 结 形式 , 或 者 一 般 地 二 个 链 形式 被 称 为 属于 辣 一 交 
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转 同 痕 类 是 指 它们 之 一 个 可 以 通过 一 系列 的 41,Ys 和 ys BA 
另 一 个 .如 果 其 中 只 用 v2 和 s, 则 称 它们 在 同一 个 ENAR 
类 . 


问题 2 ”确定 纽 结 ， 或 一 般 地 链 的 正则 同 着 类 与 旋转 同 
MR. t 


为 了 揭示 上 面 之 问题 1 与 问题 2 之 关系 ,我 们 必需 看 一 看 
对 于 图 的 初等 运算 与 对 于 纽 结 形式 的 Reidemeister 运算 之 间 的 
X. 


引 理 15.2.6 在 链 形 式 上 的 运算 y; 与 在 这 带 二 元 权 的 
平面 图 上 的 初等 运算 7, 相应 , i = 1,2,3. 


证 ”由 引 理 15.2.4 中 所 提供 的 边 带 二 元 权 的 平面 图 与 链 
形式 之 间 的 对 应 ,容易 验证 ， 与 1,1 二 1,2, 的 对 应 关系 . 对 
于 ;= 3 的 情形 , 考虑 到 ms 可 以 作用 到 图 上 之 条 件 恰 与 在 链 形 
Rhy 所 需要 之 条 件 相应 . 而 且 ， 经 r 作用 后 的 图 上 新 边 上 
权 恰 反映 了 经 n 之 后 在 链 形式 上 的 变化 ， 从 而 ， ma 与 也 
是 相应 的 . 


这 个 弛 [ 理 使 我 们 不 必 区 别 .上面 的 问题 1 与 问题 2. 


定理 15.2.1 ”两 个 链 形式 属于 同一 个 旋转 同 浪 类 (或 正 
Wi DAL, 当 生 仅 当 它们 相应 的 ESF- 图 属于 同一 个 旋转 等 价 
类 (LEW SHH). 


it 5]f8 15.24 和 引 理 15.2.6 的 直接 结果 . h 
当然 , 根据 引 理 15.2.5, 我 们 也 可 以 用 序列 之 形式 描述 上 面 


的 等 价 问题 而 不 会 遇 到 什么 困难 . 关键 的 一 步 就 是 找到 在 序列 
上 的 相应 的 运算 ， 这 一 任务 留 给 感 兴趣 的 读者 去 完成 ，. 
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315.3 HASIR 


BB 22:5 (EE) RE, 是 指 这 样 的 一 个 由 纽 结 (或 链 ) 所 
决定 的 函数 f 使 得 同一 类 型 的 纽 结 (或 链 ) 具有 相同 的 f. 本 节 
之 目的 在 于 求 形 如 多 项 式 的 不 变量 ， 由 $15.2 中 所 讨论 的 ， 我 
们 可 以 只 限于 图 {当然 ,平面 的 而 且 边 上 有 二 元 权 ) 而 不 直接 
考察 纽 结 (或 链 ). 

4 G 是 一 个 边 带 二 元 权 的 平面 图 ， 对 于 一 条 边 。 RE 
w(e) = 0, 或 1. 在 这 里 ，。 允许 是 环 或 割 边 ， 记 ki = k(G) 为 
权 是 ;= 0,1 的 割 边 的 数目 ， 和 u — 5(G) 为 权 是 i = 0, 土 的 环 


的 数目 . 
现在 ， 我 们 定义 一 个 函数 OG), G = (V, E) 为 边 带 二 元 权 
的 平面 图 使 得 满足 如 下 的 递 推 关 系 : 
Ale}E(G — e) + Ble}®(G - e), 
diee E PARMA AFH, 
(X " Y z)9*(O(Xz + Y)«(9)6(G — e), l 
OG)=¢ . (15.3.1) 
车 e 是 一 个 环 ; 
(X + Y z)v 9 (Xz + Y)* (9 9(G. e), 
车 e tA. 
Hp, 


A(e) = w@(e)X + w(e)Y; 
B(e) = w(e)X + w(e)¥ 


和 G-eG':e 分 别 为 在 G 上 去 掉 ， 收 缩 e 为 一 个 节点 所 得 之 
图 并且， 满足 如 下 的 始 条 件 : 
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Cond.1 车 G 是 平凡 图 ( 即 只 有 一 个 节点 而 无 这 ， 则 


亚 (G) = L; (15.3.2) 


Cond. 2 若 G 是 不 连通 的 ， 即 G= G Gs] 


&(G) = z9(G1)9(G;). (15.3.3) 


由 这 个 递 推 关系 ,容易 验证 , 若 G 是 连通 的 而 且 每 条 边 非 
FRB AI, WA 


O(G) = (X + Yz)^ (X2 + Y oth, 


进而 ， 我 们 还 可 以 看 出 ， 如 果 G* 是 G HFM, W 
O(G") 与 e(G) 具有 相同 的 形式 但 只 是 天 和 了 的 位 置 交换 . 


引 理 15.3.1 ”对 任何 所 考虑 的 图 G, OG) 是 X,Y 和 z 的 
SRR. . 

证 ”用 归纳 法 .由 条 件 (15.3.2), 可 以 验证 度 小 于 G 的 图 
WE, Ho 是 X,Y 和 z 的 多 项 式 . Ho 不 连通 ， 条 件 
(15.3.3) 使 我 们 可 以 由 归纳 假设 知 ， 对 其 所 有 连通 片 9 为 多 项 
式 . 由 条 件 (15.3.3) 可 知 O(G) 亦 为 X,Y 和 z 的 多 项 式 . 否则 ， 
BIG 是 连通 的 . 这 时 ， 由 归纳 假设 知 B(G — e) 和 O(G e) HH 
X,Y 和 z 的 多 项 式 ， 从而， 根据 (15.3.1) 可 得 8(G) Jy X,Y 和 
z 的 多 项 式 . h 


下 面 , 我 们 看 一 看 更 对 于 图 在 初等 运算 之 下 将 如 何 变化 . 
令 * 为 所 考虑 之 图 G = (V, E) 的 一 个 显 节 点 . dne = (uv) 
带 权 1 为 与 o 关联 的 那 一 条 边 ， 由 (15.3.1), 有 


&(G) = (A(e)z + B(e))b(m1G). (15.3.4) 
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在 上 式 中 ， 对 于 G 中 去 掉 。 后 所 得 之 图 ， 用 到 了 (15.3.3) 和 
(15.3.2). 


引 理 15.3.2 ”对 于 5,9 ATEH, SARS X2+Y= 
X+2Y — I. 


A(e)z + Ble) = w(e)(Xz -Y) + w(e)(X -Yz) — 1. 
由 w(e) 和 (e) 之 对 称 性 ， 即 得 引 理 . 4 


对 于 m, G o 为 一 个 2 节点 ， 其 关联 边 为 el = (u,v), 
es = (v,w) 满足 条 件 w(ei) 关 w(e2). 根据 (15.3.1), 有 


&(G) = (zA(e1)A(e2) + A(ex) B(ez) 
A(62)B(e1))$(G — v) 


+ B(es Beg) b( 2G). (15.3.5) 


引 理 15.3.3 ttm, DETAR SARS 


XY=1; XYz+X?+Y?=0. (15.3.6) 


证 由 es 和 es 之 间 对 称 性 ,可 以 假设 wier) = fil w(ez) = 
0. 由 (15.3.5), & 是 不 变 的 ， 当 且 仅 当 B(G- 的 系数 为 0 和 
O(72G) 的 系数 为 1. 因为 | 


Í Ate) =Y Ales) =X, 
B(e) 9 X, B(es) =Y, 


即 得 引 理 ， t 
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XIF ms, 令 St 为 以 刀 为 中 心 的 星 和 ,i = 1,2,3, 为 它 的 显 
节点 且 满 足 所 需要 之 条 件 . 则 ， mG 有 三 角形 Tr = (v1, v2, v3) 
与 之 相应 . WR ei = (wv) i 二 4,2,3, 为 G P St EZY, WA 


w(v1,v2) = w(es), w{vz, v3) = w(e1), w(vi, vs) = w(es). 


这 里 ， 我 们 可 以 记 El 一 (v2, vs), ea = (v1, v3) 和 &3 = (v1, va) 分 
别 为 raG 中 Tr 上 的 边 ， 如 图 15.3.1 所 示 . 


(a) St 在 G 中 ` (b) Tr Æ mG 中 


图 153.1 
AME. S 
Go=G-u; 
Gi = ((G ~ e1) - e2) — exi 
Ga = ((G - e1) — e2) - es; (15.3.7) 
Gs = ((G - e1) -e2) — es 
G4 = ((G- e1) - e2) "eg. 


WW, ABBE A. 
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((G- €1jez) 一 ea = 91 + Go; 
((G — e1) — e) ea = ((G— e1) ez) — es (15.3.8) 


= ((G - e1) - ea) 一 es = Go. 


其 中 ， 6, 为 这 个 平凡 图 . 
由 (15.3.1) 和 (15.3.7-8), 用 常规 的 计算 即 可 得 


aG) = (z TE Alei) + Alex) Alea) B(es) 


+A(e1)Ble2)A(es) 
+B(e1) A(e2) A(e3)) (Go) 
+A(e2)Ble2)Bles3)®(G1) 
+B(e}A(e2)B(es)®(G2) 
+Ble1)Ble2) A(e3) 6(G3) 


+] f Bes) ®(G,). (15.3.9) 


i=1 


相仿 地 ， 册 于 6; AE rsG 的 三 角形 Tr 中 与 G 中 st 的 边 
e; 相应 ， i = 1,2,3, 考虑 到 关系 


((x3G — &) ~ &) ~ €a = Go; 
((x3G — 61) - &) — 63 = Ga: (15.3.10a) 


((3G — &i) ~ &) ~ e3 = Gy; 
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((raG ~ &i) < &2) :63 = Gs (15.3.105) 
((ra — 1) -@2) .és = ((03G - 21) — E2} -& 
= ((maG  &) - &) — E3 
= ((maG — &) -&) - es 
= Ga, (15.3.11) 
我 们 可 以 得 到 
(rG) = [I 50969 
AG) B(Gs)B(5))9 (63) 
+B(é)A(22)B(és) ®(G2) 
B(&)B(e2) A(és) b (G3) 
TB(&)A(e)A(e3s) 
+A(é1) Ba) A(2s) 
+A(@,)A(@a)(X + Y z)" 


x(Xz +Y)” (G4). (15.3.12) 


引 理 15.3.4 ”对 ma, 更 是 不 变 的 当 且 仅 当 


X? - Y? - XYz- 0. (15.3.13) 


证 Hi (15.3.9) 和 (15.3.12) 和 由 对 偶 性 所 确定 的 关系 
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A(ē:) = Ble:), B(à) = A(ei), 
i=1,2,3, 我 们 有 
(G) - (4G) = (z I )- IEO 

+A(e1)A(e2)B(e3) 
+A(e:1)B(e2)A(e2) 
+B(e1)Ale2)A(es)) 9(Go) 
*(A(e1)B(e2)B(es) 
-A(e:)B(e2) B(ex)) B(G1) 
T (B(ex)A(e2)B(es) 
—B(ei) A(e)B(es)) &(G3) 
+(B(e1)B(e2)A(es) 
—B(e1) B(e2) A(es)) (G3) 
*(B(ei) B(ez) B(es) 
—B(e1)A(e2) Ales) 
~A(e1)B(e2) A(es) 
— A(e1) A(ea) (X + Y ze) 


x(Xz+ Y)932)6(G,) 
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= GICA - B(e) 
4-A(e1)4(e2) B(es) 
+A(e1)B(e2)A(es) 
Bex) A(eo) Aes) ) (Go) 
- (B(ei) tes) A(es) 
A(e1) B(ez)A(ex) 
h Hae + A(e1) 
x A(es)(X + yz?) 
x(Xz + Y )9(e)(G,). (15.3.14) 
由 ms 的 定义 和 对 称 性 ， 只 要 考察 如 于 二 种 情形 即 足 . 
情形 1 wlei) = 0, weg) = 工 和 w(es) = 0. 由 关系 
A(ei) = X, Ales) = Y, A(es) =X; 
B(ei) = Y, B(e3) = X, Bles) = Y, 
我 们 有 (15.3.14) BH 
&(G) - (mG) = (XY z — XY? + XY? 
4X? + XY?)8(Go) 


-(XY? + X? — XY? 
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LXY(Xz 4 Y))e(G4) 
= (XYz+ XY? + X3) 


x (®(Go) — $(G4)). 
情形 2 wte1) = 0, w(e2) =0, w(es) — 1. 由 关系 


A(e1) =X, A(ez) = Y, Ales) = Y; 


B(e) = Y, B(ez) = X, B(es) = X, 


可 得 (15.3.14) 变 为 
&(G) - B(xsG) = (XY?z — X?Y + X?Y 
+X?Y + Y3)9(Gg) 
-(Y? + x?Y - X?Y 
-XY(X -Yz))9(0) . 
= (XY?z+ X?Y 4 Y?) 
x ($(Go) — 9(G4)). 
综合 上 述 二 种 情形 ， 即 得 
P(A) 一 和 (rsG) = 6(X, Y)(XYz + X? +Y?) 


x (8(Go) — 9(G4)). (15.3.15) 


其 中 ， 
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X, MEWE 1 时 ; 


é(X,Y)- 
Y, 当 在 情形 2 时 . 
从 而 ， 引 理 得 证 . h 
对 于 边 上 带 二 元 权 的 平面 图 G, > 
&(2;G) = a4) 1 (15.3.16) 


X-nY-1 (e day 
则 由 引 理 15.3.1, 9(2; G) 是 一 个 单 变 元 x 的 多 项 式 . 


定理 15.3.1 “对 于 边 带 二 元 权 的 平面 图 @, 多 项 式 更 (ziG) 
是 正则 等 价 类 的 一 个 不 变量 . 
证 引 理 15.3.3-4 的 直接 结果 . t 


根据 引 理 15.2.3, 只 要 注意 到 如 图 15.3.2 所 示 的 在 一 个 链 的 
全 影 上 二 重点 处 的 运算 spl, sp2 和 它们 的 道 对 应 在 ESF- 图 上 
的 去 边 和 收缩 边 于 一 点 和 它们 的 逆 ， 以 及 ,在 一 个 链 形 式 中 的 
每 个 交叉 点 处 均 有 两 个 状态 , 如 图 15.3.3 所 示 , 我 们 即 可 从 $15.2 
中 所 描述 的 对 于 图 的 初等 运算 与 对 于 链 形 式 的 Reidemeister iz 
算 之 间 的 联系 发 现 对 于 链 工 的 一 个 基 ,Y 和 z 的 多 项 式 OL) 
与 &(G) 相对 应 . 


apt! . sp? 


spl l spi 


图 15.3.2 
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相仿 地 ， 令 


b(z;L)- 210 RR RR. (15.3.17) 

WA 
推论 15.3.1 ŻAR Oe; K) 是 纽 结 K dO ERE 
型 的 不 变量 . 上 


由 引 理 15.3.2, &(z; G) 显然 并 不 是 带 二 元 权 的 平面 图 的 族 
转 等 价 类 的 一 个 不 变量 . 


(a) (b) 
图 15.3.3 


然而 ， 我 们 可 以 引进 . 
v(G)— (-Y ye2o (- X)9-?e&(G). (15.8.18) 


其 中 ， co Ma 分 别 为 带 权 0 和 1 的 边 数 . RU. v RSEN 
转 等 价 类 的 一 个 不 变量 . 

3|HB 15.35 ”多 项 式 W(G) 在 关系 (153.6) 之 下 对 于 m 
是 不 变 的 ， 

证 ”只 讨论 在 mi 作用 下 的 边 e 之 权 为 1 的 情形 . 当然， 
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BUS 0 的 情形 可 以 相仿 地 得 到 ， 由 于 e 的 权 为 1, 有 


colriG) = eG, etmG) = a(G) - 1. 
由 (15.3.4), 可 以 看 出 
U(G) = (—Y ye (9-20 (G) — xyat6)-2e9(6) 
x(X + Y z)b(miG) 
= (-Y)m(m8)-2a(m9)-2 
x(— Xo mG)-1-2es(G) 
x(X 4 Yz)b(mG) 
从 (15.3.6) 中 之 条 件 ， 有 
X+Y¥2z=-Y?x"!. 
从 而 ， 
W(G) = (—Y eG) -26 (6) (L xX) (mG)-2c0(m 6) 
x 亚 (raG)] = V(mG). 
4 


引 理 15.36 $7 X W(G) 在 (15.36) 中 的 关系 下 对 于 
T2 ETE 的 . | 
证 ”因为 G 总 有 一 边 权 为 0 和 一边 权 为 1, 在 mG 中 的 
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BUS 0 fü 1 的 边 数 比 G 中 的 均 多 1. 由 引 理 15.3.3, 有 
T(G) = (-Y )*(€)-26: (9 (__ ex) 2e0(F) YG) 
= (-Y)?(-X)!1? V(n,G). 
由 (15.3.6) 中 的 第 一 个 关系 ， 
= (726). 
h 
2] 15.3.7. 多项式 WG) 在 (15.8.6) 中 之 关系 下 对 ms 


ROUEN. 
证 ”因为 在 ms 之 下 ， 不 改变 图 中 权 为 0 或 权 为 1 的 边 
数 ， 由 引 理 15.3.4, 即 得 引 理 . 4 
对 于 边 上 带 二 元 权 的 平面 图 G, > 
V(z;G)— *(G) (15.3.19) 


X=a,¥ =1/z,2=—(e2+1/22) 


定理 15.3.2 SRA 更 (=; G) 是 这 带 二 元 权 平面 图 的 旋 
转 等 价 类 的 一 个 不 变量 . 


证 “ 引 理 15.3.5-7 的 直接 结果 . | h 
与 053.17) 相仿 地 ， 令 
W(2;L) = vq) (15.3.20) 


X=2,Y=1/2,2=—(x?41/22)' 
则 可 得 


推论 15.9.2 ZAROK 对 于 组 结 KK 是 一 个 旋转 同 
痕 型 的 不 变量 . 


§15.4 tid Ali 
$15.4 siz 


15.4.1 ”由 (15.317) 所 定义 的 多 项 式 (s; K) 实际 上 就 
是 由 Kauffman PEREM E MA (Kaal] 由 推论 15.3.1 又 得 到 
了 括 弧 多 项 式 对 于 纽 结 是 一 个 正则 同 痕 型 的 不 变量 . 


15.4.2 ”由 (15.3.20) 所 定义 的 多 项 式 Yiz; K) 就 是 Jones 
多 项 式 Velt) 其 中 t=Y?X?. 这 样 ， 推 论 15.3.2 又 一 次 显示 了 
Jones 劣 项 式 对 于 纽 结 是 -一 个 旋转 同 痕 型 的 不 变 基 . 


15.4.3 ”首先 注意 到 于 50 年 代 Tutte 所 发 现 的 ， 在 图 论 
中 被 人 们 称 之 为 Tutte 多 项 式 与 于 80 年 代 Jones 发 现 的 拓扑 
学 中 的 对 于 纽 结 的 多 项 式 ， 被 人 们 称 为 Jones 多 项 式 之 关系 的 
应 归功 于 Thistethwaite[Tel] 事实 上 ， 不 管 是 Jones 多 项 式 还 
LEM SHAM $15.3 中 所 述 均 满足 与 Tutte 多 项 式 具 有 相仿 
类 型 的 递 推 关系 式 ， 进 而 ， 它 们 也 同 Tutte 多 项 式 一 禅 有 相应 
的 按 支撑 树 的 展开 式 . 这 种 族 开 式 也 是 Tutte 于 50 年 代 发 现 
”的 [Tat13] . 通过 纽 结 形式 研究 纽 结 的 基本 理论 是 于 30 年 代 由 
Reidemeister 建立 的 并 引进 三 种 运算 [Rel]. 这 就 使 得 我 们 能 够 
将 这 个 拓扑 学 中 的 问题 转化 为 图 论 中 的 问题 . 


15.4.4 ”在 纽 结 的 研究 中 ， 绕 过 纽 结 形式 和 Reidemeister 
运算 而 使 用 拓扑 变换 的 方法 ， 是 最 古老 的 和 也 许 是 更 为 成 功 
的 . 这 种 方法 是 基于 纽 结 在 3- 维 空间 中 的 补 ， 自 然 要 问 是 否 
纽 结 可 以 由 它 的 补 所 确定 . 人 们 猜想 是 肯定 的 , 然而 , 直到 1989 
年 这 个 狂想 才 被 证 实 [GL1]. 关于 对 纽 结 群 的 讨论 可 参考 这 方 
面 的 入 门 教科 书 [CroFil. 


15.4.5 “关于 纽 结 理论 在 统计 力学 和 量子 场 论 中 之 应 用 
可 参见 [Baxl, Wnt1]. 
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15.4.6 纽 结 之 分 类 仍 是 当今 公开 的 问题 . 虽然 Jones 多 
项 式 和 括 强 多 项 式 被 视 为 纽 结 理论 中 现今 颇 为 重要 的 进展 . E 
们 均 非 完全 不 变量 , 也 就 是 不 能 用 它们 区 别 不 同 的 旋转 同 痕 利 
正则 同 痕 型 .与 此 相应 的 也 有 平面 图 中 之 分 类 问题 . 
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12.2 

二 面 {T+e)- 可 扩张 ) (two face 

` (T+e)-extensible) 12.2 

八字 结 (figure eight knot) 15.1 


=H 


”三 叶 结 (trefoil) 15.1 

三 角 剖 分 性 (triangularity) 12.4 
ZÆ (triangulation) 4.1 

l 三 重点 (triple point) 15.1 
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上 边缘 (coboundary) 3.1 

EE (cocircuit) 2.1, 14.1 

LEHR: (cocircuit matroid) 
14.3 

-EER (cocircuit matrix) 14.1 

EF (upper bound) 1.2 

-Ef& (corank) 3.2, 14.1 

EGE (cocycle) 2.1 

上 循环 空间 (cocycle space) 3.1 

上 基 圈 数 (cocyclomatic number) 
2.1 

上 基本 和 矩阵 (cofundamental ma- 
trix) 14.2 

上 图 矩阵 (cographic matroid) 
14.3 

LE (join) 1.2 

E (cotree) 2.1 

上 树 变 量 (cotree variable) 5.3 

上 上 手 结 (over hand knot) 15.1 

上 交叉 (overcrossing) 15.1 

上 整数 (ceiling) 2.1 

子 形 (minor) 14.1 

子 图 (subgraph) 1.3 

FẸ (subgroup) 1.4 


名 词 索引 (LR) 


-FH (subset) 1.1 

子 空间 (subspace) 3.0 

SHB (crosscap) 12.1 

LES (crosscap range) 12.1 

HEX (crosscap number) 12.1 

5% (deficiency) 9.3, 12.2 

亏 格 (genus) 12.1 

EE (genus range) 13.1 

SICH (identical) 10.3 
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Z WE (identity group) 1.4 

FÉ (meet) 1.2 

Fi] HRA (dowm-embeddable) 
12.1 

下 整数 (floor) 2.1 

下 界 (lower bound) 1.2 

下 交叉 (undercrossing) 15.1 

ZIG (zigzag) 8.2 


广 均衡 图 (generalized equilibrious 


graph) 13.3 
Vu igi 


无 回路 的 (acyclic) 13.4 

无 限 面 {infinite face) 4.1 
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不 相 容 的 (non-consistent) 14.3 
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不 可 定向 的 (non-orientable) 1.5 


不 可 定向 亏 格 (non-orientable 
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9.3 
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内 序列 (inner sequence) 6.2 
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84 

双 树 (dendroid) 3.4 
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匹配 (matching) 8.3 
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1.2 
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反射 (reflection) 4.3, 15.1 

反射 约 化 (reflective reduction) 
2.2 
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手柄 (handle) 7.1 

FHR (handle range) 12.1 

手柄 数 (handle number) 12.1 

分 配 (assignment) 9.3 

分 图 (或 连通 片 ) (component) 
1.3, 6.3 | 

分 量 (component) 3.0 

分 离 对 (separating pair) 4.3 

方 格 图 (grid graph) 9.2 

Ft SORA. (grid point convex 
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从 的 (secondary) 13.3 
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beddable) 8.1 

P k- HflK A (convex k-embedding) 
8.1 
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ey k- 可 扩张 的 (convex k-exten- 
ensible} 8.1 

昌 k- 扩张 (convex k-extension) 
8.1 

凸 k- 可 实现 的 (convex k-reali- 
zable) 8.1 
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加 的 (additive) 1.4 
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平凡 图 (trivial graph) 1.3 
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平凡 空间 (trivial space) 3.0 

平凡 型 (trivial type) 15.1 

平衡 的 (balanced) 5.4 

WÙ (edge) 1.3,1.5,15.1 

边 集 (edge set) 1.3 

边 带 号 面 图 (edge signed face 
graph) 15.2 

边 导 出 的 (edge-induced) 1.3 

边缘 空间 (boundary space) 14.3 

W (boundary) 3.1 

示 性 函数 (characteristic function) 
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可 合成 的 (composible) 8.3 

可 转换 的 (convertible) 1.5 
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AARI (OUR) 


可 缩短 的 (shortenable) 7.3 
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可 调 的 (adjustable) 13.3 
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range) 12.1 

TJ gg [AGE (orientable matroid) 
14.2 

可 表示 的 (representable) 14.2 

可 迹 的 (traceable) 6.2 

可 道 的 (invertible) 15.1 

可 平面 的 (planar) 1.3 

"fti AJ Ef (pageable) 11.4 

"IZ SES (rectilinearable) 11.4 

34 8j BR (diagonal replacement) 
13.2 

对 偶 (dual) 3.2 

XHIBIUEE (dual matroid) 14.1 

对 集 (matching) 1.3 

对 称 差 (symmetric difference) 
14.1 

对 称 乘 子 (symmetrical multipler) 
10.3 

TERY (positive) 9.3 

正则 等 价 (regular equivalent) 
15.2 
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正则 群 (regular group) 14.1 

TEM RESI (regular isotopy type) 
15.2 

正则 氢 阵 (regular matroid) 14.1 

正 位 (regular position) 15.1 

正方 向 (positive direction) 13.3 

正 交 的 (orthogonal) 3.0,3.0 

正 交 空间 (orthogonal space) 3.0 

正规 的 {normal) 1.4 

节点 (vertex) 1.3,1.5,15.1 

节点 导出 的 (vertex induced) 1.3 

节点 集 (vertex set) 1.3 

节点 可 迁 性 (vertex transitivity) 
12.3 

节点 非 均衡 的 (vertex unequilibri- 
ous) 9.4 

本 原 向 量 (primitive vector) 14.1 

外 边界 (outer-boundary) 2.1 

外 (4,4, 4)- 图 (outer-(4, 4, 4)- 
circuit) 9.1 

外 序列 (outer sequence) 6.2 

外 节点 (outer vertex) 8.2 

Stil (outerface) 4.1 

EAT (left identity) 1.4 

左 道 (left inverse) 1.4 

左 优 先 混入 (left nost immersion) 
5.4 l 

左旋 (left rotation) 10.1 

LEMS (trefoil) 15.1 

Th AG (right identity) 1.4 
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右 道 (right inverse) 1.4 

AEA (right most immer- 
sion) 5.4 

右 旋 (right rotation) 10.1 

di zb (right-hand trefoil) 
15.1 

东 节 点 (east vertex) 8.2 

平行 的 (parallel) 7.2 

平面 分 解 (planar decomposition) 
11.3 

平面 对 偶 (planar dual) 3.2 

平面 拓展 (planar expansion) 
11.5 

平面 地 1- 可 分 离 的 (planarily 1- 
separable) 4.3 

平面 性 0- 辅助 图 (planarity 0- 
auxiliary graph) 5.3 

平面 性 1- 辅助 图 (planarity 1- 
auxiliary graph) 5.4 

平面 性 2- 辅助 图 (planarity 2- 
auxiliary graph) 7.3 

平面 性 c- 辅助 图 (planarity c- 
auxiliary graph) 7.1 

平面 性 障 得 (planarity obstacle) 
7.2 

平面 性 可 取 的 (planarity prefer- 
able) 7.3 

平面 化 (Planarization) 11.3 

平面 数 (planarization number) 
11.3 


名 词 索引 ( 汉 英 ) 


平面 (plane) 1.5 

旧 的 (old) 10.2 ; 
电流 图 (current graph) 12.3 
四 元 胞 腔 (quadricel!) 10.1 
四 结 (four knot) 15.1 

北 节点 (north vertex) 8.2 
用 完 (used) 10.2 

生成 的 (generated) 1.4 

SEAS (primary) 13.3 

主 向 的 (main oriented) 13.3 
主 循环 (principal cycle) 3.3 
EFIRI (principal cocycle} 3.3 
半 原 子 (semiatom) 11.2 

半边 {semi-edges) 1.3 

iC (sink) 2.2 

VIH (tame) 15.1 

立方 的 (cubic) 4.1 


ob 
H| 


TUE (weight group) 12.3 

西 节点 (west vertex) 8.2 

有 向 图 (digraph) 1.3 

有 向 圈 (dicircuit) 2.2 
有 向 上 图 (dicocircuit) 2.2 

有 限 的 (finite) 1.3 

扩张 图 (expanded graph) 12.3 
扩充 (enlargement) 11.5 

地 板 (oor) 2.1 

页 可 嵌入 的 (page embeddable) 


名 词 索引 ( 汉 英 ) 


11.4 

页 嵌入 (page embedding) 11.4 

页 分 解 (page decomposition) 
11.4 

页 m- 分解 (page m- decomposition) 
11.4 

页 极 大 数 (page max-number) 
11.4 

页 极 小 数 (page min- number) 
11.4 

页 数 (page number) 11.4 

页 数 (page m- number) 11.4 

收缩 (contraction) 14.1 

Ig] (tour) 1.3 

回 分 划 (tour partition) 15.2 

回路 (dicircuit) 2.2 

曲面 (surface) 1.5 

同步 的 (synchronous) 10.3 

同 坯 (homeomorphic) 1.3 

同 循 环 的 (homocyclic) 11.1,11.1 

同 循环 片 (homocyclic component) 

11.1 

同 循环 象 (homocyclic image) 

11.1 

同调 空间 (homology space) 14.3 

[al AS (homomorphism) 1.4 

同 网 的 (homonetic) 11.2 

同 网 片 (homonetic component) 
11.2 

同 构 的 (isomorphic) 1.1,1.2,1.3, 
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1.5,1.5,14.1 

同 构 (isomorphism) 1.2,1.3, 
14,1.5 

[al FF (isotone) 1.2 

同 痕 变 量 (isotopic deformation) 
15.1 

[AUB AG (isotopy type) 15.1 

网 格 可 帐 入 性 (net-embeddability) 
9.2 

网 图 (net graph) 9.2 

网 权 (net weight) 12.3 

多 边 形 的 (polygonal) 15.1 

多 面 形 的 (polyhedral) 6.1 

多 面 形 (polyhedron) 1.5 

合 对 (co-pair) 7.4 

合 变量 (co-variable) 5.3 

全 方 格 点 西 的 (totally grid point 
convex) 4.4 

全 方 格 点 凸 可 扩张 的 (totally 
grid point convex extensibte) 
4.4 

全 序 (total order) 1.2 

全 正则 的 (total regular) 4.1 

Arf HERE RS (totally unimodular 
matrix) 14.2 

全 单 模拟 阵 (totally unimodular 
matroid) 14.2 

4 K (universe) 15.2 

纤维 (fiber) 12.3 

EE (vector) 3.0 
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向 量 空 间 (vector space) 3.0 

约 化 (reduction) 14.1 

HERA (reduced embedding) 
12.2 : 

并 (union) 1.3 

IK. (valency) 1.3 

次 的 (valent) 1.3 

许可 的 (admissible) 8.4 

2% (intersection) 1.3 

交错 的 (alternate) 7.2 

交错 空间 (alternating space) 3.0 

BER (crossing) 6.2 

交叉 指标 (crossing index) 5.1 

交叉 序列 (crossing sequence) 6.1 

交叉 的 (interlaced) 3.3 

交叉 图 (interlaced graph) 6.1 

关联 平面 图 (associated planar 
graph) 11.5 

关联 图 (associate graph) 6.1 

关联 的 (incident) 1.3 

关系 元 (relator) 1.4 

自 对 侦 (self-dual) 13.4 

自 对 揭 拟 阵 (self-dual matroid) 
14.1 

自 同 构 (automorphism) 1.3 

自 同 构 群 (automorphim group) 
1.4 

自 同 态 (endomorphim) 1.4 

自然 投影 (natural projection) 
12.3 


和 名词 索引 ( 汉 英 ) 


自由 的 (free) 1.4 

自由 群 (free group) 1.4 

自由 地 (freely) 12.3 

自由 表示 (free presentation) 1.4 

共 工 -平面 分 解 (coT-planar de- 
composition) 11.3 

共 T- 平面 厚度 (coT-planar thick- 
ness) 11.3 

4f (conjugate) 10.3 

3ESEXF (conjugate trail) 10.3 

共存 的 (compatible) 4.4 

共 容 的 (co-consistent) 5.4 

压缩 (compressing) 8.2 

Xf (travel) 1.3 


七 画 


补 (complement) 1.1,8.2 
走向 (direction) 8.2 
均衡 图 (equilibrious graph) 9.3 


HMHE (equilibrious value) 9.3 


均衡 性 (equilibrium) 9.3 

块 (block) 1.3 

连通 的 (connected) 1.3, 15.2 

连通 图 (connected graph) 1.3 

连通 片 (或 分 图 ) (component) 
1.3, 6.3 

连通 片 数 (number of component) 
1.3 

拟 序 (quasi-order) 1.2 


名 词 索引 (OUR) 


拟 序 集 (quoset) 1.2 ` 

MEF (matroid) 14.1 

Æ (tail) 5.4 

dT (bend) 8.1 

折 平 衡 的 (bend balanced) 8.4 

折 数 最 小 化 (bend minimization) 
8.3 

拒 凸 点 (CF-point) 8.1 

Æ (shell) 11.3 

[E XE TE. (fixed face) 12.2 

图 (graph) 1.3 

PSL (graphic matroid} 14.3 

纽 结 (knot) 15.1 _ 

纽 结 类 型 (knot type) 15.1 

fif (lengthening) 7.2 

伸 长 图 (lengthened graph) 7.3 

系数 (coefficient) 3.0 

纵 直 径 (vertical diameter) 8.4 

纵 图 (vertical graph) 8.4 

SABE RA (rectilinear convex em- 
bedding) 8.1 

级 机 嵌入 (rectilinear embedding) 
8.1 

纵横 扩张 (rectilinear extension) 
8.1 

纵横 分 解 (rectilinear decomposi- 

tion) 11.5 

ARG ESSE (rectilinear down- 
decomposition) 6.5 


纵横 下 可 分 解 (rectilinear down- 
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decomposible) 11.4 

“iis A (rectilinear immersion) 
6.5 

纵横 平面 分解 (rectilinear planar 
decomposition) 6.5 

纵横 2- WRA (rectilinear 2-side 
embedding) 6.5 

纵横 2- AFE (rectilinear 2-side 
thickness) 6.5 . 

纵横 麻 度 (rectilinear thickness) 
6.5 

ARCA (rectilinearly convex) 
8.1 

纵横 凸 可 扩张 的 (rectilinearly con- 
vex extensible) 8.1 

Wha A RAB (rectilinearly con- 
vex embeddable) 8.1 | 

织 模 凸 可 实现 的 (rectilinearly con- 
vex realizable) 8.1 

BBA RAK (rectilinearly em- 
beddable) 8.1,8.1 

级 横 可 扩张 的 (rectilinearly exten- 
sible) 8.1,8.1 

纵横 可 实现 的 (rectilinearly realiz- 
able) 8.1,8.1 

初等 等 价 (elementary equivalent) 
15.2 

初等 运算 (elementary operator) 
5.2,15.2 

初等 向 量 (elementary vector) 
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14.1 

初等 变换 (elementary transfor- 
mation) 1.5, 1.5 

B Ar BUR (well- assigned) 10.2 

良 确 定 的 (well- defined) 7.3 

R KIF HJ (well- ordered) 10.2 

& LIEH (well- polyhedral) 
10.2 ° 

BL RITKY (well- reflective) 10.2 

AWEH (well- satisfied) 10.2 

完美 的 (perfect) 1.3 

完全 的 (complete) 1.2 

完全 图 (complete graph) 1.3 

完全 可 收缩 的 (completely con- 
tractable) 10.2 

FF (order) 1.2 

形式 (diagram) 15.2 

AX PRÉC (state function) 8.2 

Br (order) 1.3, 14.1, f5.1 

SBP SK (adjacent extension) 11.2 

吴 (文俊 )- Tutte 定理 (Wu- Tutte 
theorem) 5.2 

8118 (cascaded) 7.2 

极 大 元 (maximal element) 1.2 

HKR (maximal planar 
graph) 4.1 ~ 

极 大 独立 集 (maximal independent 
subset) 14.1 

极 小 折 数 艇 入 (minimal bend em- 

_bedding) 13.3 


WARIA ( 汉 英 ) 


极 小 元 (minimal element) 1.2 

极 小 联 集 (minimal joint set) 3.2, 
3.3 

极 小 约 化 嵌入 (minimal reduced 
embedding) 12.2 

极 小 党 (minimal shell) 11.3 

极 小 彻 合 (minimal tiling) 13.2 


ABI 


Xf (loop) 1.3,14.1 

FRR (bouquet) 12.3 

环 面 (tours) 1.5 

PLM (arc set) 1.3 

孤立 点 (isolated vertex) 1.3 

孤立 图 (isolated graph) 1.3 

码 (code) 2.1 

奇 的 (odd) 1.3 

FAL (odd weight) 5.3 

奇异 的 (singular) 6.3, 6.3 

SEAS RAY (unessential) 6.3 

非 许可 的 (inadmissible) 8.4 

HEIR AL (non- degenerate) 3.0, 
13.2 

4E Euler &j (non- Eulerian code) 
10.2 

非 相继 回 (non- successive tour) 
15.2 : 

非 相继 回 分 划 (non- successive 
tour partition) 15.2 


名 词 索引 GLH) 


和 (sum) 3.0 

f$ (walk) 1.3 

线性 序 (linear order) 1.2 

线性 空间 (linear space) 3.0 

终端 (terminal) 13.2 

终端 集 (terminal set) 13.2 

2358 (empty) 1.1,2.1 

空 图 (empty graph) 1.3 

空间 (space) 3.0 

24 [i] x (monomorphism) 1.4 

单 向 标 数 (unilateral numbering) 
2.3 

单纯 性 (simplicity) 14.4 

ATRA (one face embedding) 
12.2 

单 面 T- 可 扩张 的 (one face T- 
extensible) 12.2 

单 柄 加 (one handle addition) 
12.1 

单 柄 减 (one handle deletion) 12.2 

单 射 (injection) 1.1 

单 侧 旋 (rotation with one side) 
13.4 

BM (4,4, 4)- B]. (single side 
(4, 4, 4)-circuit) 9.1 

HARA (straight line embed- 
ding) 4.4 

AWA (straight vertex) 8.2 

顶点 (vertex) 15.1, 
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九 画 


活动 的 (active) 7.4 

活动 面 (active face) 7.2 

相 容 地 (consistent) 14.3 

相关 的 (dependent) 14.1 

相 邻 的 (adjacent) 1.3, 5.4, 
14.3 

相反 的 (opposite) 6.1 

相继 的 (successive) 5.4, 7.1 

厚度 (thickness) 11.3 

WF (tiling) 132, 13.2, 13.2 

WATE (tile) 13.2 

面 (face) 1.5, 3.1 

WI (face graph) 15.2 

面 非 均匀 的 (face unequilibrious) 
9.4 

面积 (area) 13.4 

面积 可 调 的 (area adjustable) 
13.4, 13.4 

显 节 点 {articulate vertex) 1.3 

标量 (scalar) 3.0 

标量 积 (scalar product) 3.0 

标准 同 态 (canonical homomor- 
phism) 1.4 

标定 序列 (labeled sequence) 6.2 

标定 图 (labeled graph) 1.3 

标定 树 (labeled tree) 2.1 

标定 交叉 序列 (labeled crossing se- 
quence) 6.2 


472 


标准 图 (standard graph) 8.2 

标准 浸入 (standard immersion) 
5.4 

标准 向 量 (standard vector) 14.2 

HEMA (standard tiling) 13.2 

HR (cell) 14.1 

复杂 度 (complexity) 2.3 

XP (trail) 1.3 

树 (tree) 1.3 

树 变量 (tree variable) 5.3 

X6 (inverse) 1.4 

M JT (converse) 1.2 

PEA (orientation reversing) 
15.1 

TUN (covered) 1.3 

HAIRA (critical embedding) 
13.1 

Ke 3:7; (critical equation) 13.1, 
13.1, 14.3 

首 (head) 5.4 

指标 (index) 1.4 

独立 的 (independent) 1.3, 9.2, 
14.1 

重心 的 (barycentric) 4.5 

HW (multi-edge) 1.3 

重点 (multiple point) 1.4 

适 定 的 (well defined) 7.3 

{RTF (order preserving) 1.2 

保定 人 向 (orientation preserving) 
15.1 


ZARI (X) 


带 号 图 (signed graph) 15.2 
南 节 点 (south vertex) 8.2 
BE (size) 1.3 


Tu 


$% (kernal) 1.4 

格 (lattice) 1.2 

配 值 (assigned value) 9.3 

原子 (atom) 11.2 

原子 结构 (atom structure) 11.2 

射影 平面 {Projective plane) 1.5 

HH) (multiplicative) 1.4 

fk (rank) 1.4, 3.3, 14.1 

浸入 (immersion) 5.1 

真 包含 (strict inclusion) 1.2 

准 原 子 (preatom) 11.2 

淮 连 通 的 (preconnected) 15.2 

准确 向 上 树 (pre-OD- cotree) 2.2 

准确 向 树 {pre- OD- tree) 2.2 

WEE (多 面 ) 形 (underlain polyhe- 
dron) 1.5 

JRE (trail) 1.3, 10.3 

通 界 (universal bound) 1.2 

通过 (passing) 4.1 

3H (universal set) 10.1 

XS 7E A] KAY (T.T.treceable) 6.4 

高 斯 猜想 (Gauss conjecture) 4.1 

高 斯 交叉 问题 (Gauss crossing 
problem) 6.1 


BWR (XE) 
高 斯 序列 (Gauss sequence) 6.3 


十 一 画 


基础 图 {based graph) 12.3 
基数 (cardinality) 1.1 
基点 (base point) 13.2 
EM (base) 14.1 
基 图 (base graph) 15.2. 
基础 集 (base set) 14.1 
WWR (underlying graph) 1.5 
基本 基 (fundamental basis) 3.4 
基本 图 (fundamental circuit) 2.1, 
14.1 
l 基本 上 圈 (fundamental cocircuit) 
2.1 
基本 和 矩阵 (fundamental matrix) 
14.2 
基本 核 (basic core) 4.3 
基本 序 (basic order) 12.3 
JEABELR (basic splitting block) 
43 
AERE (cyclomatic number) 2.1 
KE (rotation) 2.1, 2.1 
旋转 (turnation) 13.4 
旋转 等 价 (ambient equivalent) 
15.2 
旋转 而 痕 型 (ambient isotopy type) 
15.2 
TK I.I (cartesion product) 1.2 
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第 一 不 等 式 (first inequality) 4.1 

第 一 初等 运算 (first elementary op- 
erator) 15.2 

第 一 Jordan 性 (first Jordan curve 
property) 4.2 

第 一 Jordan 定理 (first Jordan 
curve theorem) 4.2 

第 一 类 Cayley 图 (Cayley graph of 
first kind) 12.3 

第 一 类 Schreier 图 (Schreier graph 
of first kind) 12.3 

B® Cayley 图 (Cayley graph of 
zeroth kind) 12.3 

AFK Schreier 图 (Schreier graph 
of zeroth kind) 12.3 

第 二 初等 运算 (second elementary 
Operator) 14.2 

第 二 不 等 式 (second inequality) 
4.1 

第 二 Jordan 性 (second Jordan 
curve property) 4.2 

第 二 Jordan 定理 (second Jordan 
curve theorem) 4.2 

第 三 初等 运算 (third elementary 
operator) 15.2 

第 三 Jordan 性 (third Jordan curve 
Property) 4.2 

第 三 Jordan EH (third Jordan 
curve theorem) 4.2 

& (chain) 1.2 
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链 环 (link) 15.1 

链 环 序列 (link sequence) 15.2 

链 环 的 序列 (sequence of a link) 
15.2 

(circuit) 1.3, 14.1 

WERE (circuit martix) 14.2 

RAKE (circuit matroid) 14.3 

偶 的 (even) 1.3 

偶 边 形 (even-gon) 1.5 

{BAX (even weight) 5.3 

{FER (poset) 1.2 

商 (quotient) 1.4 

FA (quotient set) 1.2 

商 空间 (quotient space) 3.2 

MRA (quotient embedding) 
12.3 

商 图 (quotient graph) 12.3 

PARK (quotient mapping) 12.3 

商 多 面 形 (quotent polyhdron) 
12.3 

唯一 性 (uniqueness) 4.3 

FAY (wild) 15.1 


十 二 画 


象 (image) 1.4 

森 (forest) 1.3 

FW (cut-edge) 1.3 
WA (cut- vertex) 1.3 
PAM (cycle) 3.1 


名词 索引 ( 汉 英 ) 


PRP IB} (cycle space) 3.1 

隅 序列 (corner sequence) 9.2 

tA (embedding) 1.3, 1.5 

等 价 (equivalence) 1.2 

等 价 的 (equivalent) 15.1 

等 价 类 (equivalent class) 1.2 

等 价 关 系 (equivalent relation) 
1.2 

最 大 元 (greatest element) 1.2 

最 大 下 界 (greatest lower bound) 
1.2 

EKEKA (maximum face em- 
bedding) 12.1 

最 大 亏 格 (maximum genus) 12.1 

SEK SHA (maximum genus .- 
embedding) 12.1 

最 大 不 可 定向 亏 格 (maximum 
non-orientable genus) 12.1 

最 大 可 定向 亏 格 (maximum ori- 
entable genus) 12.1 

最 小 元 (least element) 1.2 

最 小 上 界 (least upper bound) 1.2 

SKA (minimum convex em- 
bedding) 13.1 

最 小 扩张 (minimum extension) 
13.3 

最 小 面 民 入 (minimum face embed- 
ding) 12.1 l 

最 小 亏 格 (minimum genus) 12.1 

Eh GRA (minimum genus 


RARI (WH) 


embedding) 12.1 

最 小 不 可 定向 亏 格 (minimam non- 
orientable genus) 12.1 

最 小 可 定向 气 格 (minimum ori- 
entable genus) 12.1 

最 小 这 (minimum shell) 11.3 

最 优 解 (optimum solution) 13.1 

SAAMI (shortest tiling) 13.2 

提升 (lt) 12.3 

WER (OD- cotree) 2.2 

确 向 基础 (OD- base) 14.3 

确 向 码 (OD-code) 2.2 

MERA (OD-immersion) 5.3 

确 向 可 序 的 (OD-orderable) 14.3 

确 内 的 (real inner) 9.1 

确 外 的 (real outer) 9.1 

确 直 的 (real straight) 9.1 

确 向 树 (OD-tree) 2.2 

超载 上 轩 (over load cocircuit) 
13.3 

超 秩 2- ETJ RR (over rank 2- 
coverable) 14.3 

MER 2- Be WRAY (over corank 
2- coverable) 14.3 

剩余 (residual) 9.3 

强 西 性 (strong convex property) 
4.4 

(walk) 1.3 

KK (join) 1.4 

FEJ (join set) 3.2, 3.3 
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集合 (set) 1.1 
B (edge) 15.1 


二 三面 


Wala] 7 (epimorphism) 1.4 

At (surjection) 1.1 

禁用 药 (forbidden) 7.1 

禁用 构 形 (forbidden configura- 
tion) 7.2 

Bf (group) 1.4 

群 权 图 (group weight graph) 12.3 

新 的 (new) 10.2 

暗 然 性 (obscurity) 8.4 

简单 的 (simple) 4.3, 10.3 

fij EAE X. (simple crossing) 5.1 

简单 2- 可 分 离 的 (simple 2- 
separable) 4.3 

简单 约 化 图 (simply reduced 
graph) 12.2 

简单 约 化 嵌入 (simply reduced em- 
bedding) 12.2 


简单 T- HER (simply T- reduced 


graph) 12.2 

简单 T- 可 约 化 的 (simply T- 
reducible) 12.2 

简单 (T + e)- 约 化 图 (simply (T+ 
e)- reduced graph) 12.2 

简单 (T + e)- 可 约 化 的 (simply 
(T + e)-reducible) 12.2 
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源 (source) 2.2 

源 汇 标 数 (st- numbering) 2.3 

零 同 态 (zero homomorphism) 1.4 
每 空间 (zero space) 3.0 

2E fX (null rank) 3.2 

路 (path) 1.3 

1&8 (exposed) 8.2 


十 四 画 
缩短 (shortening) 7.2 
Tn 


MEE (horizontal diameter) 
13.4 

横 图 (horizontal graph) 13.4 

BF4} (splitting) 4.3, 6.2 

BEX (splitting pair) 4.3 

BE (splitting block) 4.3 

SFH (splitting block graph) 
4.3 

辟 曲 线 (splitting curve) 6.2 

BEI] (splitting graph) 6.2 

EFFET! (splitting sequence) 6.2 


十 六 画 


整 向 量 (integral vector) 14.1 
$$ (mirror image) 15.1 


ZARI (DOR) 
十 作画 


Bi sS] (covering graph) 12.3 

MBER (covering projection) 
12.3 

覆盖 空间 (covering space) 12.3 


数字 


(-1)- 边缘 空间 ((-1)- boundary 
space) 3.2 

0- 边缘 映 繁 (0- boundary map- 
ping) 3.1 

0- 上 边缘 映 象 (0- coboundary 
mapping) 3.1 

0- 空间 (0- space) 5.1 

0- 边缘 空间 (0- boundary space) 
3.1 

0- 循环 空间 (0- cycle space) 3.2 

0- 上 循环 空间 (0- cocycle space) 
3.1 

0- 同调 空间 (0- homology space) 
3.2 

0- 向 量 (0- vector) 5.1 

0- BEES (0- cell) 5.1 

1- ARE {1- cell) 5.1 

1- 同调 空间 (1- homology) 3.2 

1- 向 量 (1- vector) 5.1 

1- 边缘 空间 (1- boundary space) 


ZARI ( 汉 英 ) 


3.2 

1- HA {1- boundary map- 
ping) 3-1, 3.3 

1- 空间 (1- space) 5.1 

1- 页 的 (1- pagéable) 11.4 

1- 循环 空间 (1- cycle space) 3.1 

1- 上 循环 空间 (1- cocycle space) 
3.3 

1- 上 边缘 空间 (1- coboundary 
space) 1.3 

1- 上 同调 空间 (1- cohomology 
space) 3.3 

1- 可 分 离 的 (1- separable) 4.3 

1- 曲线 性 (1- JCP) 42 

2- 曲线 性 (2- FCP) 42 

2- 上 同调 空间 (2- cohomology 
space) 5.1 

2- 上 边缘 空间 (2- coboundary 
space) 5.1 

2- 上 循环 空间 (2- cocycle space) 
5.1 

2- 边缘 空间 (2- boundary space) 
33 ; 

2- 边缘 映 象 (2- boundary map- 
ping) 3.2 

2- 向 量 (2- vector) 5.1 

2- 空间 (2- space) 5.1 

2- 可 分 离 的 (2- separable) 4.3, 
4.3 

2- 胞 腔 (2- cell) 5.1 


4TT 


3- 连通 的 (3-connected) 4.3 

3- 连通 (tricomponent) 11.3 

3- 连通 片 (triconnected compo- 
nent) 11.3 

3- 连通 分 解 (triconnected decom- 
position) 11.2 

3- HEHE (3- JCP) 42 

(4, 4, 4)- FP ((4,4, 4)- doughnut) 
9.1 

(4,4, 4)- HR ((4, 4, 4)- spectacles) 
11.1 

4- iX. 3- 分 离 图 (4- valent 3-se- 


arating circuit) 8.1 


字母 


Abel 群 (Abelian group) 1.4 

Betti 数 (Betti number) 2.1 

C-P 图 (C-P graph) 6.2 

Cayley 色 图 (Cayley colored 
group) 12.3 

Cayley 图 (Cayley graph) 12.3 

c- 网 (c- net) 4.3 

Dehn 定理 (Dehn's theorem) 6.2 

Dyck *£ (Dyck word) 6.2 

五 - 空间 (E- space) 3.1 

ESF- 图 (ESF- graph) 15.2 

Euler ERX (Euler characteristic) 
1.5 


Euler 的 (Eulerian) 1.3 
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Euler $3 (Eulerian code) 10.2 

Euler 图 (Eulerian graph) 1.3 

F- 空间 (F- space) 3.1 

F- 同步 的 (F- synchronous) 
10.3 

F- #@ (F- list) 10.3 

F- 码 (F- code) 10.2 

Fano A (Fano matroid) 14.2 

Fr- $8 (Fr- code) 10.3 

Fr- 3& (Fr- list) 10.3 

Fr- 同步 的 (Fr- synchronous) 10.3 

Halin 图 (Halin graph) 2.1 

Hamilton 的 (Hamiltonian) 1.3 

k- 许可 的 (k- admissible) 9.1 

k- W[ Ht A. (k- embeddable) 8.1 

k- 可 实现 的 (k- realizable) 8.1 

k- 可 扩张 的 (k- extensible) 8.1 

k- t A. (k- embedding) 8.1 

k- 扩张 (k- extension) 8.1 

k- 非 许 可 的 (k- inadmissible) 9.1 

k- 正则 的 (k- regular) 4.1 

Klein 瓶 (Klein bottle) 1.5 

NoTPaPW4- B] (NoTPaPW4- 
graph) 15.2 

P-C 图 (P-C graph) 6.2 

Polato 多 面体 (polatonic solid) 
4.1 

Reidemeister 运算 (Reidemeister 
operation) 15.2 l 


名 词 索引 ( 汉 英 ) 


S- XHB (S- dual) 3.2 

St- $3 (ST- code) 10.2 

St- 过 程 (ST- procedure) 10.2 

Schreier ff; (Schreier colored 
graph) 12.3 

Schreier 图 (Schreier graph) 12.3 

(s, £)- IER ((s,t)- regular) 4.1 

T- 平面 子 图 (T- planar subgraph) 
11.3 f 

T- A. (T- immersion) 5.2 | 

T- 极 大 平面 子 图 (T- maximal 
planar subgraph) 11.3 

T- 极 大 平面 分 解 (T- maximal 
planar decomposition) 11.3 

T- 最 大 平面 子 图 (T- maximum 
planar subgraph) 11.3 

T.T. FIXES (T.T.traceable) 6.2 

V- 码 (V- code) 10.2 

VOD- 过 程 (VOD- procedure) 
10.2 

V- 空间 (V- space) 3.1 

X- 脱 化 的 (X- free) 14.2 

r- 可 扩张 的 (- extensible) 
11.4 

x- 交叉 的 (T- interlaced) 11.4 

n- 交 义 图 (r- interlaced graph) 
11.4 

c- 置换 (c permutation) 10.1 


名 词 索引 (英汉 ) 


EY 


Abelian group(Abel 8f) 1.4 

active {活动 的 ) 7.4 

active face (活动 面 ) 12.2 

acyclic (无 回路 的 ) 8.4 

additive (加 的 ) 1.4 

adjacent ( 相 邻 的 ) 1.3, 5.4, 
14.3 

adjacent extension ( 邻 扩 张 ) 11.2 

adjustable {可 调 的 ) 13.3 

admissible {许可 的 ) 8.4 

alternate (交错 的 ) 7.2 

alternating space (交错 空间 ) 3.0 

ambient equivalent 《旋转 等 价 ) 
15.2 

ambient isotopy type (EFS FID) 
15.2 

amphicheiral (X ES) 15.1 

anti- circularity law (I (83548) 
1.2 

anti- reflective law (f RIN) 
i.2 

arc set (FM) 1.3 

area (面积 ) 13.4 


6 


area adjustable {面积 可 调 的 ) 
13.4, 13.4 

articulate vertex (最 节点 ) 1.3 

assigned value { 配 值 ) 9.3 

assignment (分 配 } 9.3 

associated planar graph (关联 平面 
图 ) 11.5 

associated graph (关联 图 ) 6.1 

atom (JRF) 11.2 

atom structure (WFH) 11.2 

automorphism, (É [8f8) 1.3 

automorphim: group. ( E-a) HjBE) 
i.4 


B 


(-1- boundary space ((-1- 过 缘 空 
间 ) $2 , 

0- boundary mapping (0- 边缘 映 
#) 3.2 

0- boundary space (0- 边缘 空间 ) 
3.1 

1- boundary mapping {1- Wek 

— $)5,33 
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1- boundary space (1- 边缘 空间 ) 
3.2 

2-boundary mapping (2- 边缘 映 得 ) 
3.2 

2- boundary space (2- 边缘 空间 ) 
3.3 

balanced (平衡 的 ) 5.4 

barycentric (重心 的 ) 4.5 

based graph (基础 图 ) 12.3 

base point (基点 ) 13.2 

base (基础 》 14.1 

base graph { 基 图 ) 15.2 

base set {基础 集 ) 14.1 

basic core (基本 核 ) 4.3 

basic order (基本 序 ) 7.3 

basic splitting block (AEA BFH) 
4.3 

bend ($F) 8.1 

bend balanced ( 折 平 衡 的 ) 13.4 

bend minimization ( 折 数 最 小 化 } 
13.3 

Betti number (Betti 数 ) 2.1 

bicycle ! 双 循环 ) 3.1 

bicycles space( 双 循环 空间 ) 3.1 

bijection (HT) 1.1 

binary space (二 分 空间 , 或 二 元 空 
f8]) 3.0 

binary matroid (二 分 拟 阵 ) 14.1 

binary relation (二 元 关系 ) 1.2 

binary vector (二 分 向 量 ) 14.1 


HRI (英汉 ) 


bipartite graph (二 部 图 ) 1.3 

bisection ( 双 分 ) 1.3 

bistandard ( 双 标 准 的 ) 8.4 

bistandard obscurity ( 双 标 准 暗 然 
形 ) 8.4 

block ( 块 ) 1.3 

book embedding (HA) 11.4 

boundary (边界 ) 3.1 

boundary space (边缘 空间 ) 14.3 

bouquet (FH) 12.3 


C 


O-cell (0- BS) 5.1 

0- coboundary mapping (0- 上 边缘 
BR) 3.1 

0- cocycle space (0- EZ eq} 
3.1 

© cycle space (0- 循环 空间 ) 3.2 

1-cell (1- Biz) 5.1 

l- coboundary space (1- EWR Z 
间 ) 3.1 

l- cocycle space (1- 上 循环 空间 ) 
3.3 

1- cohomology space (1- 上 同调 空 
间 ) 3.3 

1- cycle space (1- 循环 空间 ) 3.1 

2-cell (2- 胸腔 ) 5.1 

2- coboundary space (2- 上 边缘 空 
间 ) 5.1 


ZARI (英汉 ) 


2. cocycle space (2- 上 循环 空 
È) 5.1 

2- cohomology space (2- 土 同 调 空 
间 ) 5.1 

3-connected (3- 连通 的 ) 4.3 

c-net (c- 网 ) 4.3 

C-P graph (C-P 图 ) 6.2 

canonical homomorphism {标准 同 
Æ) 1.4 

cardinality (基数 ) 1.1 

Cartesion product (RR) 1.2 

cascaded (rH) 7.2 

Cayley colored graph (Cayley f& 
图 ) 12.3 

Cayley. graph (Cayley 图 ) 12.3 

Cayley graph of first kind (第 一 类 
Cayley 图 ) 12.3 

Cayley graph of zeroth kind (£ 
2& Cayley W} 12.3 

ceiling (天 板 ， 上 整数 ) 2.1 

cel) (胸腔 ) 14.1 

CF-point ( 拒 凸 点 ) 8.1 

chain (&k) 1.2 

characteristic function ( 示 性 函数 ) 
13.3 

circuit (Bi) 1.3, 14.1 

circuit matrix (Bj E) 14.2 

circuit matroid (HAP) 14.3 

cobase (上 基础 } 14.1 

coboundary (上 边缘 ) 3.1 
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co- consistent (352 AY) 5.4 

cocircuit ( EB) 2.1, 14.1 

cocircuit matrix ( KEREKE) 14.1 

cocircuit matroid {上 图 拟 阵 ) 
14.3 


. cocycle (上 循环 ) 2.1 


cocycle space (上 循环 空间 ) 3.1 

cocyclomatic number ( ERX) 
2.1 

code (88) 2.1 

coefficient (系数 ) 3.0 

cofundamental matrix ( EWE 
RE) 14.2 

cographic matroid ( ERER) 
14.3 

compatible {共存 的 ) 4.4 

complement (4b) 1.1, 8.2 

complete (完全 的 ) 1.2 

complete graph (完全 图 } 1.3 

completely contractable (完全 可 收 
缩 的 ) 10.2 

complexity (复杂 度 ) 2.3 

component (3538 Fr, Bt) 1.3, 
6.3; {分 量 ) 3.0 

composible (可 合成 的 ) 8.3 

compressing (压缩 ) 8.2 

conjugate (3t 9E) 10.3 

conjugate trail (355 E) 10.3 

connected (连通 的 ) 1.3, 15.2 

connected graph (连通 图 ) 1.3 
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consistent ( 相 容 的 ) 14.3 

contraction (收缩 ) 14.1 

converse (Ht FF) 1.2 

convertible (可 转换 的 ) 1.5 

convex (fA) 4.4, 4.4, 9.2 

convex k- embeddable (#4 k- AJH 
入 的 ) 8.1 

convex k- embedding (h k- HRA) 
8.1 

convex k- extensible (i k- 可 扩张 
的 ) 831 

convex k- extension (四 k- 扩张 ) 
8.1 

convex k- realizable (0 k- 可 实现 
的 ) 8.1 

co-pair ( 合 对 ) 7.4 

corank ( I: fX) 3.2, 14.1 

corner sequence (BREF PI) 9.2, 
9.2 

coT- planar decomposition ( 共 T- 
平面 分 解 ) 11.3 

coT- planar thickness ( 共 T- 平面 
厚度 ) 11.3 

cotree ( E$) 2.1 

cotree variable (上 树 变 量 ) 5.3 

co- variable ( 合 变量 ) 5.3 

covered (HIER) 1:8 

covering graph (覆盖 图 ) 12.3 

covering projection (覆盖 投影 ) 
12.3 


u 


名 词 索引 (EDO 


-covering space ( 材 闵 空间 ) 12.3 


critical embedding (临界 嵌入 ) 
13.1 

critical equation (临界 方程 ) 13.1, 
13.1, 14.3 

crosscap (UM) 12.1 

crosscap range (X, UB E) 12.1 

crosscap number (X pA% 12.1 

crossing (35 X.) 6.2 

crossing index {交叉 指标 ) 5.1 

crossing sequence (交叉 序列 ) 6.1, 
6.1 

cubic (立方 的 ) 4.1 

current graph (电流 图 ) 12.3 

cut- edge (4352) 1.3 

cut- vertex (WA) 1.3 

cycle (0&8 95) 3.1 

cycle space (循环 空间 ) 3.1, 14.3 

cyclomatic number (SERERX) 2.1 


D 


(4,4, 4)- doughnut ((4, 4, 4)- 环 ) 
9i 

deficiency (3; 8) 9.3, 12.2 

Dehn's theorem (Dehn 定理 ) 6.2 

dendroid ( 双 树 ) 3.4 

dependent (相关 的 ) 14.1 

diagonal replacement (Xf ff g) 
13.2 


AARS (英汉 ) 


diagram (形式 ) 15.2 

dicircait (有 向 图 ， 或 回路 ) 2.2 

dicocircuit (有 向 上 图 ) 2.2 

digraph (有 向 图 ) 1.3 

direction {走向 ) 8.2 

double covering (— EE 21) 14.3 

double point (二 重点 ) 15.1 

doubly crossing (— E 2 X.) 6.1 

down- embeddable ( F n[ f A) 
12.1 

dual (XI ff) 3.2 

dual matroid (XHAR RE) 14.1 

Dyck word (Dyck $) 6.2 


E 


E- space (E- 空间 ) 3.1 

east vertex ( 东 节 点 ) 8.2 

edge (iH, ##) 1.3, 1.5, 15.1 

edge set (W) 1.3 

edge signed face graph ( 边 带 导 面 
图 ) 15.2 

edge- induced ( 边 导出 的 ) 1.3 

element (GÆ) 1.1 

elementary equivalent (初等 等 价 》 
15.2 E 

elementary operator (初等 运算 ) 
5.2, 15.2 

elementary vector (初等 向量 ) 
14.1 


MEL 
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elementary transformation (初等 
变换 ) 1.5, 1,5 

embeddable (BJ RAM) 1.5 

embedding (fRA)} 1.3, 1.5 

empty (Z2) 1.1, 2.1 

empty graph ( 空 图 ) 1.3 

endomorphim ( 自 同 态 ) 1.4 

enlargement (扩充 ) 11.5 

epimorphism { 满 同 态 ) 1.4 

equilibrious graph (均衡 图 ) 9.3 

equilibrious value (均衡 值 ) 9.3 

equilibrium (均衡 性 ) 9.3 

equivalence (等 价 ) 1.2 

equivalent (等 价 的 ) 15.1 

equivalent class {等 价 类 ) 1.2 

equivalent relation (等 价 关 系 ) 
1.2 

ESF- graph (ESF- fg) 15.2 

essential (本 质 的 ) 6.3 

Euler characteristic (Euler 示 性 数 ) 
1.5 

Eulerian (Euler 的 ) 1.3 

Eulerian code (Euler 码 ) 10.2 

Eulerian graph (Euler 图 ) 1.3 

even ( 偶 的 ) 1.3 

even-gon (BUE) 1.5 

even weight (f$) 5.3 

expanded graph (扩充 图 ) 12.3 

exposed ( 裸 的 ) 8.2 

T- extensible (x- 可 扩张 的 ) 11.4, 


F- code (F- 15) 10.2 

F-list (F- 3&) 10.3 

F- space (F- 空间 ) 3.1 

F- synchronous (F- 同步 的 ) 10.3 

face (Mi) 1.5,3.1 

face graph ( 面 图 ) 15.2 

face unequilibrious (T8 3E #i HJ) 
9.4 

Fano matroid (Fano 拟 阵 ) 14.2 

feasible (可 行 的 ) 13.2 

fiber (纤维 ) 12.3 

figure eight knot 【八字 结 ) 15.1 

finite (有 限 的 ) 1.3 

first inequality (第 一 不 等 式 ) 4.1 

first elementary operator (第 一 初 
等 运算 ) 15.2 

first Jordan curve property (第 一 
Jordan 性 ) 4.2 

first Jordan curve theorem (第 一 
Jordan 定理 ) 4.2 

fixed face (固定 面 ) 12.2 

floor (地 板 ， 下 整数 ) 2.1 

forbidden (禁用 的 ) 7.1 

forbidden configuration (禁用 构 
形 ) 7.2 

forest (35) 1.3 


和 名词 索引 《英汉 ) 


four knot (四 结 ) 15.1 

Fr- code (Fr- 码 ) 10.3 

Fr- list (Fr- 表 ) 10.3 

Fr-synchronous (Fr- 同步 的 ) 
10.3 

free (H HAY) 1.4 

free group (E B) 1.4 

freely (自由 地 ) 12.3 

free presentation (自由 表示 ) 1.4 

fundamental basis (基本 基 ) 3.4 

fundamental circuit (基本 图 ) 2.1, 
14.1 

fundamental cocircuit (基本 上 图 ) 
2.1 

fundamental matrix (4£ 7.48 FF) 
14.2 


G 


Gauss conjecture {高 斯 猜想 ) 6.1 

Gauss crossing problem {高 斯 交叉 
问题 ) 6.1 

Gaussian sequence (高 斯 序 列 ) 
6.3 

genus (FH) 12.1 

genus range (5 & EX) 12.1 

generalized equilibrious graph ( 广 
均衡 图 ) 13.3 

generated (生成 的 } 1.4 

graph {图 ) 1.3 


名 词 索引 (英汉 ) 


graphic matroid {图 拟 阵 ) 14.3 

greatest element (最 大 元 ) 1.2 

greatest lower bound (最 大 下 界 ) 
1.2 

grid graph ( 方 格 图 ) 9.2 

grid point convex embedding ( 方 格 
AARAA) 4.4 

grid point compatible ( 方 格 点 共存 
的 ) 4.4 

grid point convex (Zr f& HBS) 
4.4 

grid point embedding (25 X& & Bx 
A) 4.4 

grid point extensible (7r $& A A 
3K B3) 4.4 

group (fif) 1.4 

group weighted graph ( 群 权 图 ) 
12.3 


H 


0- homology space [0- 同调 空间 ) 
3.2 

1- homology space 1- 同调 空间 ) 
3.2 l 

Halin graph (Halin 图 ) 2.1 

Hamiltonian (Hamilton 的 ) 1.3 

handle (手柄 ) 8.2, 12.1 

handle range (FAAPE) 12.1 

handie number (FZO) 12.1 
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head ( 首 ) 5.4 

homeomorphic ( 同 坯 的) 1.3 

homocyclic [ 同 循 环 的 )》 11.1, 
11.1 

homocyclic component ( 同 循环 片 } 
11.1 

homocyclic image (HERA) 
11.1 

homology space (FAZIE) 14.3 

homomorphism (HÆ) 1.4 

homonetic ( 同 网 的 ) 11.2 

homonetic component ( 同 网 片 ) 
11.2 

horizontal diameter ( 横 直 径 ) 
13.4 

horizontal graph ( 横 图 ) 13.4 


I- isolated (I- 孤立 的 ) 9.2 
identical ( 么 元 的 ) 10.3 . 
identity (Z6) 1.4 

identity group (8f) 1.4 
image (&) 1.4 

immersion (1E A)) 5.1 
inadmissible ( 非 许 可 的 ) 8.4 
incident (关联 的 ) 1.3 
independent (独立 的 ) 1.3, 9.2, 
| 14.1 

index (指标 ) 1.4 
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infinite face (无 限 面 ) 4.1 

injection (FRAT) 1.1 

inner admissible (内 0- 许可 的 ) 
9.3 

inner-(4, 4, 4)- circuit {内 (4, 4, 4)- 
iB) 9.1 

inner face (内面 } 8.2 

inner product (内 积 ) 3.0 

inner sequence (内 序列 ) 6.2 

inner vertex (Fi? di) 8.2 

integral vector ( 整 向 量 ) 14.1 

interlaced (交叉 的 ) 3.3, 6.1 

interlaced graph (交叉 图 ) 6.1 

intersection (37) 1.3 

invariant (不 变量 ) 15.3 

inverse (35) 1.4 

invertible (n[ xfj) 15.1 

isolated graph (Ji 37 BT) 1.3 

isolated vertex {孤立 点 ) 1.3 

isomorphic ( 同 构 的 ) 1.1, 1.2, 
1.8, 1.5, 1.5, 14.1 

isomorphism ( 同 构 ) 1.2, 1.3, 
14, L5 

isotone (Ir] FF) 1.2 

isotopic deformation (AHI) 
15.1 

isotopy type ( 同 痕 型 ) 15.1 

we interlaced (7- 交叉 的 ) 11.4 

q- interlaced graph (x- 交叉 图 } 
11.4 


名 词 索引 (英汉 ) 


1- JCP (1- 曲线 性 } 4.2 
2- JCP {2- 曲线 性 ) 4.2 
3- JCP (3- 曲线 性 ) 4.2 
join (E) 1.2, GR) 1.4 
joint set (EAB) 3.2, 3.3 


K 


k- admissible (k- 许可 的 ) 9.1 

k- embeddable (k- FJ RAAT) 8.1 
k- embedding (k- A) 8.1 

k- extensible (k- 可 扩张 的 ) 8.1 
k- extension (k- 扩张 ) 8.1 

k- inadmissible (k- 非 许 可 的 ) 9.1 


k- realizable (k- 可 实现 的 ) 8.1, 


8.1 
k- regular (k- 正则 的 ) 6.1 
kerna I(9Z) 1.4 
Kiein bottle (Klein X&) 1.5 
knot (414%) 15.1 
knot type (组 结 类 型 ) 15.1 


L 


labeled crossing sequence (标定 交 
RAFF) 6.2 
labeled graph (标定 图 )1.3 


名 词 索引 (EDO 


labeled sequence (标定 序列 》 6.2 

labeled tree (标定 树 ) 2.1 

lattice { 格 ) 1.2 

least element {最 小 元 ) 1.2 

least upper bound (最 小 上 界 ) 1.2 

left (edge) (Zr { 边 )) 7.4 

left identity { 左 么 元 ) 1.4 

left inverse (Æ) 1.4 

left most immersion (Zr f£ ^52 A) 
54 — 

left rotation (左旋 ) 10.1 

left-hand trefoil (Zr = 044) 15.1 

length (长 度 ) 1.2, 6.1 

lengthened graph (HE) 7.3 

lengthening (fp) 7.2 

lift (提升 ) 12.3 

linear order (线性 序 ) 1.2 

linear space (线性 空间 ) 3.0 

link (4436) 15.1 

link sequence ( 链 环 序列 ) 15.2 

loop (95) 1.3, 14.1 

lower bound (下 界 ) 1.2 


M 


main oriented { 主 向 的 ) 13.3 
matching (对 集 ， 匹 配 ) 1.3 
matroid (44 EE) 14.1 

maximal element ( 极 大 元 ) 1.2 
maximal planar graph (RAH 
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if) 4.1 

maximal independent subset ( 极 大 
独立 集 ) 14.1 

maximum face embedding (最 大 面 
HA) 12.1 

maximum genus (eK #8) 12.1 

maximum genus embedding (最 大 
SRA) 12.1 

maximum non-orientable genus (最 
大 不 可 定向 气 格 ) 12.1 

maximum orientable genus (最 大 
可 定向 亏 格 } 12.1 

meet (FE) 1.2 

minimal bend embedding (4 /| fr 
NU X) 13.3 

minimal element { 极 小 元 ) 1.2 

minimal joint set (f&/ EK 48) 
3.2,3.3 

minimal reduced embedding ( 极 小 
约 化 嵌入 ) 12.2 

minimal shell ( 极 小 壳 ) 11.3 

minimal tiling (WHA) 13.2 

minimum convex embedding (最 小 
Er A) 13.1 

minimum extension (最 小 扩张 ) 
13,3 

minimum face embedding (最 小 面 
BEA) 12.1 

minimum genus (A/h s $&) 12.1 


minimum genus embedding (最 小 
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SARA) 12.1 
minimum non-orientable genus 【最 
小 不 可 定向 气 格 ) 124 
minimum orientable genus (最 小 可 
定向 亏 格 ) 12.1 
minimum shell {最 小 壳 } 11.3 
minor (FÆ) 12.5, 14.1 
mirror image ( 镜 象 ) 15.1 
monomorphism ( 单 同 态 ) 1.4 
multi-edge (83) 1.3 
multiple point (Et &) 15.1 
multiplicative (38) 1.4 


N 


natural projection {自然 投影 ) 
12.3 

net- embeddability (PU RT A 
性 ) 9.2 

net graph {网 图 ) 9.2 

net weight {网 权 ) 12.3 

new [新 的 ) 10.2 

non- consistent (不 相 容 的 ) 14.3 

non- degenerate (4238 4L) 3.0, 
13.2 

non- Eulerian code (JẸ Euler #3) 
10.2 

non- separable (不 可 分 离 的 ) 1.3 

non- orientable (不 可 定向 的 ) 1.5, 
1.5 


名 词 索 引 (英汉 ) 


non- orientable genus (7[* 8f FHS 
格 ) 1.5 

non- orientable genus range (不 可 
定向 气 格 段 ) 12.1 

non- successive tour ( 非 相 继 回 ) 
15.2 

non- successive tour partition (dE 
相继 回 分 划 ) 15.2 

north vertex (3515) 8.2 

normal (正规 的 ) 1.4 

NoTPaPW4- graph (NoTPaPW4- 
图 ) 15.2 

null rank ( 零 秩 ) 3.2 

number of component (连通 片 数 ) 
L3 


O 


2- obstacle (2- FHF) 8.3 
obscurity { 暗 然 形 ) 8.4 

OD- base { 确 向 基础 ) 14.3 
OD- code { 确 向 码 ) 2.2 

OD- cotree (H EH) 2.2 
OD- immersion (MIRA) 5.3 
OD- orderable (#4 H] aJ E33) 14.3 
OD- tree (i MIY) 2.2 

odd ( 奇 的 ) 1.3 

odd weight { 奇 权 ) 5.3 

old ( 旧 的 ) 10.2 

one face embedding (TARA) 


- 


名 词 索引 GU) 


12.2 
one face T- extensible { 单 面 T- 可 
扩张 的 ) 12.2 
one handle addition (AE Jl) 
12.1 
one handle deletion ($A) 12.2 
opposite (相反 的 ) 6.1 
order (FF) 1.2; (E) 1.3, 14.1, 
15.1 
optimum solution (最 优 解 ) 13.1 
order- preserving (PRFF) 1.2 
orientable (可 和 定向 的 ) 1.5,1.5 
orientable genus (可 定向 本格 } 
1.5 
orientable genus range (FJ EIF 
格 段 ) 12.1 
orientable matroid (可 定向 拟 阵 ) 
14.2 
orientation preserving (PRE [8]) 
15.1 
orientation reversing ( 逆 定 向 ) 
15.1 
orthogonal ( 正 交 的 ) 3.0,3.0 
orthogonal space ( 正 交 空间 ) 3.0 
outer- boundary {外 边界 ) 2.1 
outer-(4, 4, 4)- circuit 【外 -(4, 4. 4)- 
BD 9.1 
outerface ($H, PRE) 4.1 
outer sequence (外 序列 ) 6.2 
outer vertex (外 节点 ) 8.2 
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over corank 2- coverable (38 E® 2- 
重 可 覆盖 的 ) 14.3 

over hand knot (上 手 结 ) 15.1 

over load cocircuit {超载 上 国 ) 
13.3 

over rank 2- coverable ( 超 秩 2- 
重 可 覆盖 的 ) 14.3 

overcrossing ( F AE X) 15.1 


P 


1- pageable (1- 页 的 ) 11.4 

P-C graph (P-C 图 ) 6.2 

pageable (PJ B& A. Ur Ef) 11.4 

page embeddable (3t BRAM) 
11.4 

page embedding (HERA) 11.4 

page decomposition (页 分 解 ) 
11.4 

page 7- decomposition (页 7 分 解 ) 
11.4 

page max-number (页 最 大 数 ) 
11.4 

page min- number (页 最 小 数 ) 
11.4 

page number (页 数 ) 11.4 

page 7- number (页 x 数 ) 11.4 

parallel (平行 的 ) 7.2 

passing (通过 ) 6.1 

path (路 ) 1.3 
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perfect (ZRH) 1.3 

planar (可 平面 的 ) 1.3 

planar decomposition (平面 分 解 ) 
11.3 

planar dual (平面 对 侦 ) 3.2 

planar expansion (平面 拓展 ) 
11.5 

planarily 1- separable (平面 地 1- 可 
分 离 的 ] 4.3 

planarity 0- auxiliary graph (平面 
性 0-_ 辅助 图 ) 5.3 

planarity 1- auxiliary graph (平面 
TE 1- 辅助 图 ) 5.4 

planarity 2- auxiliary graph {平面 
Tk 2- REBIHA) 7.3 

planarity c- auxiliary graph (平面 
性 c- 辅助 图 ) 7.1 

planarity obstacle OF TERRES) 
7.2 

planarity preferable (平面 性 可 到 
的 ) 7.3 

planarization (平面 化 ) 11.3 

planarization number (平面 数 ) 
11.3 

plane (平面 ) 1.5 

Polatonic solid (Polato 多 面体 ) 
4.1 

polygonal (和 多边形 的 ) 15.1 

polyhedral (多面 形 的 ) 6.1 

poset (JFS) 1.2 


AARI (英汉 ) 


positive (TEA) 9.3 

positive direction 《正方 向 ) 13.3 
preatom ( 准 原 子 ) 11.2 
preconnected ( 准 连 通 的 ) 15.2 
primary ( 主 的 ) 13.3 

primitive vector (本 原 向 量 ) 14.1 
principal cocycle (£ EF BFF) 3.3 
principal cycle ( 主 循环 ) 3.3 
projective plane (射影 平面 ) 1.5 
polyhedron (£ JÉ) 1.5 

pre- OD- cotree (HEM EP) 2.2 
pre- OD- tree (准确 向 树 ) 2.2 

c- permutation (o- #4) 10.1 


Q 


quadricell (四 元 胞 腔 ) 10.1 

quasi- order ( 拟 序 ) 1.2 

quoset ( 拟 序 集 ) 1.2 

quotient ( 商 ) 1.4 

quotient set (H$) 1.2 

quotient space ( 商 空间 ) 3.2 

quotient embedding (itj f£ A.) 
12.3 

quotient graph { 商 图 } 12.3 

quotient mapping (FAIRER) 12.3 

quotient polyhedron ( 商 多 面 形 ) 
12.3 


R 


RARI (英汉 ) 


rank (fk) 1.4, 3.3, 14.1 

real inner ( 确 内 的 ) 9.1 

real outer (HAH) 9.1 

real straight ( 确 直 的 ) 9.1 

rectilinear convex embedding (#4 
PARA) 8.1 

rectilineas embedding (2B A) 
8.1 

rectilinear extension (纵横 扩张 ) 
8.1 

rectilinear decomposition (纵横 分 
&) 11.5 

retilinear down- decomposible ( 纵 
模 下 可 分 解 的 ) 114 

rectilinear down- decomposition 
(纵横 下 分 解 ) 11.5 

rectilinear immersion (纵横 浸入 ) 
11.5 

rectilinear planar decomposition 
(纵横 平面 分 解 ) 11.5 

rectilinear 2- side embedding {纵横 
2- [NE A) 11.5 

rectilinear 2- side thickness (24 
2- (ME HE) 11.5 

rectilinear thickness (£X HEU HP) 
11.5 

rectilinearible {可 纵横 的 ) 11.4 

rectilinearly convex (纵横 凸 的 ) 
8.1 

rectilinearly convex extensible (£4 
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横 凸 可 扩张 的 ) 8.1 

rectilinearly convex embeddable 
(级 横 西 可 嵌入 的 ) 8.1 

rectilinearly convex realizable (级 
横 凸 可 实现 的 ) 8.1 

rectilinearly embeddable (纵横 可 
嵌入 的 ) 8.1, 8.1 

rectilinearly extensible (纵横 可 扩 
张 的 ) 8.1, 8.1 

rectilinearly realizable (纵横 可 实 
现 的 ) 8.1, 8.1 

reduced embedding (HERRA) 
12.2 

reduction (£94) 14.1 

reflective (反射 的 ) 2.2 

reflection (反射 ) 4.3, 15.1 

reflective reduction (反射 约 化 ) 
22 | 

regular equivalent (正则 等 价 ) 
15.2 

regular group {正则 群 ) 14.1 

regular isotopy type GE WER) 
15.2 

regular matroid (正则 拟 阵 ) 14.1 

regular position (IE #Z)} 15.1 

Reidemeister operation (Reide- 
meister 运算 ) 15.2 

relator (关系 元 ) 1.4 

representable (可 表示 药 ) 14.2 

residual (FRR) 9.3 
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reverse {反问 形 ) 2.2 

right (edge) (& GARD) 7.4 

right identity (47% JE) 1.4 

right inverse (HX) 1.4 

right most immersion (Z7 (RA 
A) 5.4 

right rotation ($€) 10.1 

right-hand trefoil { 右 三 叶 结 } 
15.1 

rotation (li) 2.1, 2.1 

rotation with one side (£& (MIE) 
13.4 


S 


O- space (0- 空间 ) 5.1 

1- separable (1- 可 分 离 的 ) 4.3 

1- space (1- 空间 ) 5.1 

2- separable (2- 可 分 离 的 ) 
4.3,4.3 

2- space (2- 空间 ) 5.1 

(4, 4, 4)- spectacles ((4, 4, 4)- BR) 
9.1 

S- dual (S- X14) 3.2 

(s,t)- polyhedron ((s,t)- 多 面 形 ) 
41 

(s,t)- regular ((s,t)- IERI) 4.1 

scalar (标量 ) 3.0 

scalar product (标量 积 ) 3.0 

Schreier colored graph (Schreier 色 


名 词 索引 (英汉 ) 


图 ) 12.3 

Schreier graph (Schreier 图 ) 12.3 

Schreier graph of first kind (第 一 
类 Schreier R) 12.3 

Schreier graph of zeroth kind (第 零 
类 Schreier 图 ) 12.3 

second elementary operator (第 二 
类 初等 运算 ) 15.2 

second inequality {第 二 不 等 式 ) 
4.1 

second Jordan curve property (5& 
= Jordan 性 质 ) 4.2 

second Jordan curve theorem (第 
二 Jordan 定理 ) 4.2 

secondary (从 的 ) 13.3 

self- dual (B Xt) 8.4 

self- dual matroid (& SHIA) 
14.1 

semi- atom ( 半 原 子 ) 11.2 

separable (可 分 离 的 ) 6.3 

separable pair (可 分 离 对 ) 4.3 

separating pair (分离 对 ) 4.3 

sequence of a link { 链 环 的 序列 ) 
15.2 

set (集合 ) 1.1 

semi- edges (半边 ) 1.3 

shell (45) 11.3 

shortening (94%) 7.2 

shortenable (可 缩短 的 ) 7.3, 
7.3, 7.3 


ZARI GEO 


shortest tiling (fgg e) 13.2 

signed graph ( 带 号 图 ) 15.2 

simple (简单 的 ) 4.3, 10.3 

simplicity (单纯 性 ) 14.4 

simply crossing (伴音 交叉 ) 5.1 

simply 2- separable (简单 2- 可 分 
离 的 ) 4.3 

simply reduced embedding (简单 约 
TERRA) 12.2 

simply reduced graph (简单 约 化 
W) 12.2 

simply T- reduced graph (简单 T- 
约 化 图 ) 12.2 

simply T- reducible (简单 T- 可 约 
化 的 ) 12.2 

simply (了 十 e)- reduced graph ( 简 
单 (了 +e)- 约 化 图 ) 12.2 

simply (T + e)- reducible (简单 
(T + e)- 可 约 化 的 ) 12.2 

single side (4,4, 4)- circuit (HAAR 
(4,4,4)- BB) 9.1 

singular (奇异 的 ) 6.3, 6.3 

sink ( 汇 ) 2.2 

size (RE) 1.3, 14.1 

source (1) 2.2 

south vertex ( 南 节点 ) 8.2 

space 【空间 ) 3.0 - 

spanning (支撑 ) 1.3 

splitting (#¥4}) 4.3, 6.2 

splitting block (BF) 4.3 
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splitting block graph (Sf A Eg) 
4.3 . 

splitting curve (Ek Hk) 6.2 

splitting graph ( 臂 图 ) 6.2 

splitting pair ( 辟 对 ) 4.3 

splitting sequence ( 臂 序列 ) 6.2 

st-numbering ( 源 汇 标 数 )】 2.3 

standard graph (标准 图 ) 8.2 

standard immersion (标准 浸入 ) 
5.4 

standard tiling [标准 砌 合 ) 13.2 

standard vector (标准 向 量 ) 14.2 

state function (状态 函数 ) 8.2 

ST- code (ST- 码 ) 10.2 

ST- procedure (ST- 过 程 ) 10.2 

straight line embedding (HAH 
A) 4.4 

straight vertex { 直 节 点 } 8.2 

strict inclusion { 真 包 含 ) 1.2 

strong convex property (#8 fk) 
4.4 

sum (AI) 3.0 

subgraph ( 子 图 ) 1.3 

subgroup ( 子 群 ) 1.4 

subset ( 子 集 ) 1.1 

subspace ( 子 空 间 ) 3.0 

successive { 相 继 的 ) 5.4, 7.1 

support (支柱 ) 14.1 

surface {曲面 ) 1.5 

surjection (BRET) 1.1 


494 


symmetric difference (Xj $525) 
14.I 

symmetrical multipler (对 称 乘 子 ) 
10.3 

symplectic space (交错 空间 ) 3.0 

synchronous [同步 的 ) 10.3 


工 


T- immersion (7- 浸入 ) 5.2 

T- maximal planar decomposition 
(T- 极 大 平面 分 解 ) 11.3 

T- maximal planar subgraph (T- 
极 大 平面 子 图 } 11.3 

T- maximum planar subgraph (T- 
最 大 平面 子 图 ) 11.3 

T- planar subgraph (T- 平面 子 图 ) 
11.3 

T.T.traceable ( 穿 通 可 迹 的 ) 6.2 

tail (Æ) 5.4 

tame { 训 的 ) 15.1 

terminal (终端 ) 13.2 

terminal set (终端 集 ) 13.2 

thickness (厚度 ) 11.3 

third elementary operator (第 三 初 
等 运算 ) 15.2 

third Jordan curve property (第 三 
Jordan 性 质 ) 4.2 

third Jordan curve theorem (第 三 
Jordan $E #8) 4.2 


名 词 索引 GEM) 


tile (HA 27 3E) 13.2 

tiling (BI) 13.2, 13.2, 13.2 

torus (pE) 1.5 

total order { 全 序 ) 1.2 

totally grid point convex extensible 
(JE RET KB) 4.4 

totally grid point convex (477 $& 
点 凸 的 ) 4.4 

totally regular (全 正则 的 ) 4.1 

totally unimodular matrix (全 单 模 
xi BE) 14.2 

totally unimodular matroid (全 单 
模拟 阵 ) 14.2 

tour ([B]) 1.3 

tour partition ( 回 分 划 ) 15.2 

traceable (可 迹 的 ) 6.2 

trail ( 迹 ， 途 径 ) 1.3, 10.3 

travel (3£) 1.3 

tree (f) 1.3 

tree variable (S625 8E) 5.3 

trefoil (= 915) 15.1 

triangularity (= fliifl 4) f) 12.4 

triangulation (二 和 角 剖 分 ) 4.1, 
12.4, 13.2, 13.2 

tricomponent (3- 连通 ) 11.2 

triconnected component (3- 连通 
片 ) 11.2 

triconnected decomposition (3- 连 
通 分 解 ) 11.2 

triple point (三 重点 ) 15.1 


名 词 索引 (AR) 


trivial ( 平 风 的) 11.1, 15.1 
trivial graph (平凡 图 ) 1.3 
trivial group ( 平 几 群 ) 1.4 
trivial space (平凡 空间} 3.0 
trivial type (平凡 型 ) 15.1 
truncatible (HJ HJÅ) 13.2 
turnable (可 转 的 ) 13.4 
turnation 《旋转 ) 13.4 
two face embedding ( — HA) 
12.2 
two face (T + e)- extensible (二 面 


(T +e)- 可 扩张 ) 12.2 


U 


undercrossing ( FÆ X.) 15.1 

underlain polyhedron ( 准 基 形 ) 
1.5 

underlying graph (JEAERE) 1.5 

unessential ( 非 本 质 的 ) 6.3 

unilateral numbering ( 单 向 标 数 ) 
2.3 

union (并 ) 1.3 

uniqueness (唯一 性 ) 4.3 

universal bound ( 通 界 ) 1.2 

universal set《 通 集 ) 10.1 

universe (全 影 ) 15.2 

upper bound (上 界 ) 1.2 

used (用 完 } 10.2 
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V 


© vector (0- 向 量 ) 5.1 

1- vector (1- Aj HE) 5.1 

2- vector (2- [5] E) 5.1 

4- valent 3- separating circuit (4- 
次 3- ARE 8.1 

V- code (V- #3) 10.2 

V- space (V- 空间 ) 3.1 

valency (X) 1.3 

valent (次 的 ) 1.3 

vector ( 同 量 ) 3.0 

vector space ( 问 量 空间 ) 3.0 

vertex (节点 ， 顶 点 ) 1.3, 15.1 

vertex induced (节点 导出 的 ) 1.3 

vertex set 《节点 集 ) 1.3 

vertex transitivity {节点 可 迁 性 ) 
12.3 

vertex unequilibrious (节点 非 均 衡 
的 ) 9.4 

vertical diameter (£A Érf$) 13.4 

vertical graph ( 纵 图 ) 13.4 

VOD- procedure (VOD- 过 程 ) 
10.2 

voltage graph (电压 图 ) 12.3 


W 


walk (Jf, £9) 1.3 
weight group (ff) 12.3 
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well defined GE HI) 7.3 

weli- assigned ( 良 分 配 的 ) 10.2 

well- defined ( R HERY) 7.3 

well- ordered (RXJ/T fJ) 10.2 

well- polyhedral ( 良 多 面 形 的 ) 
10.2 

well- reflective ( 良 反射 的 ) 10.2 

well- satished (EL HE) 10.2 

west vertex ( 西 节点 ) 8.2 

wild (Ef&) 15.1 

Wu- Tutte theorem (RXR -Tutte 


PHRI (英汉 ) 
定理 ) 5.2 
X 
X- free (X- 脱 化 的 ) 14.2 
Z 


zero homomorphism (5E [n] Zx) 1.4 
zero space ($Z M) 3.0 
zigzag (之 形 ) 8.2 


